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Abstract

The paper proposes an innovative approach to the teaching of mathematics at secondary
school using information and communication technologies. We present our experience with
teaching analytical geometry at a grammar school with support of CABRI geometry.
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1 Uvod

Cielom ¢lanku je poukazat na moznosti niektorych informacnych a komunikaénych technolé-
gii (dalej IKT) vo vyu€ovani matematiky, Specialne tematického celku ,analyticka geometria“.

Z hladiska vyuzitia IKT vo vyu€ovacom procese ma matematika Specifické postavenie. Pek-
ne to vystihol isty nas popredny informatik, ktory vyslovil nazor, ze vyu€ovat matematiku bez
pocitaca je to isté ako ucit deti hrat’ na husliach bez husli, ¢ize podfa neho je pocita¢ nastroj
matematiky. Aby Ziak vedel pracovat’ s tymto nastrojom je ulohou ucitela informatiky, avdak
riedit problémy pomocou neho by mala byt predovSetkym uloha ucitefa matematiky, resp.
matematiky ako vyu€ovacieho predmetu. Tomu sa v budicnosti bude musiet pravdepodobne
prispbsobit aj obsah matematiky ako vyu€ovacieho predmetu.

Z doterajSieho teda vyplyva, Ze IKT v inych predmetoch ako v matematike budu pinit' skér
funkciu modernej u€ebnej pomécky, avSak v matematike by mali predovsetkym pinit’ dlohu
nastroja na ucenie sa rieSit' problémy. AvSak, a to treba osobitne zdéraznit, aj su€asny obsah
vyuCovacej latky je mozné daleko efektivnejSie naucit’ ziakov ako pomocou klasickych pro-
striedkov, t.j. predovsetkym tabule a kriedy. Tento spésob vyucovania pretrvava na nasich
Skolach prakticky niekolko storo€i a je na ¢ase ho zmenit.

K tomuto je potrebné vytvorit aj patricné softvérové vybavenie. V poslednom obdobi vzniklo
pomerne dost didaktického softvéru aj pre matematiku. Ide jednak o jednoduché, viac-menej
amatérske produkty, ale aj o profesionalne vyu¢bové programy, &i celé vyubové systémy.
Napokon zruénejsi ucitel - informatik si mozZe jednoduchsi softvér sam vytvorit. O nie¢o po-
dobné sa pokusal aj autor tejto prace uz pre vySe desatro€im. ISlo najma o ,kresli¢e* grafov
funkcii a o zavedenie goniometrickych funkcii s podporou PC. Bohuzial v tej dobe eSte nebo-
lo mozné tieto programy naplno vyuZit, nakolko Skoly boli slabo vybavené pocitacmi, resp.
pocitaCovymi ucebfiami.

Z profesionalnych programov treba spomenut predovSetkym DERIVE, CABRI GEOMETRIA
a rézne kresli¢e grafov funkcii, napr. Advance grapher, Equation grapher a iné. Samozrejme
velmi vhodny vyu€bovy nastroj je aj tabulkovy procesor MS EXCEL, ktorého zéklady by mal
ovladat kazdy ucitel matematiky. Velmi pozitivne je, Ze v ramci projektu Infovek, mézu Skoly
uvedeny softvér pouzivat zdarma. Vzhladom na obmedzeny rozsah tohto ¢lanku, v dalSom
chceme poukazat na niektoré moznosti vyuzitia didaktického softwaru ,Cabri geometria“
v uCive strednej Skoly, predovSetkym vSak v ucive gymnazia. Domnievame sa, Ze
z didaktického hladiska ma tento program v sucasnosti najvy$Siu hodnotu spomedzi vset-
kych produktov, nakolko ho mozno vyuzit takmer vo vSetkych tematickych celkoch.

Velkou prednostou Cabri geometrie je, Ze priam podporuje uplatnenie dialogickej stratégie
ucitel - Ziak, t. j. predovSetkym heuristickti metddu pri vyklade uciva. Ta sa uplatriuje hlavne,
ak Ziaci sami tvoria za pomoci ucitefa vykres a po pripadnej manipulacii s nakreslenymi ob-
jektmi objavuju novy poznatok. Tu vznika problém, do akej miery by ziaci mali ovladat' pracu
s programom. Ak by sme program pouzivali iba na vyklad uciva, potom prakticky nemusia
vediet ni€. Idealne v3ak urdite je, ak maju aspon zakladné zrunosti, ktoré si postupne zdo-
konaluju. Samozrejme, ovladanie programu by sa mali ucit skér na hodinach informatiky,
kde je urcCite na to viacej Casu. Toto je otazka dohody Clenov predmetovej komisie. Na zakla-
de nasich niekolkoro€nych skusenosti méZzeme povedat, Ze Cabri 2D mozZno vyuzit' takmer
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v kazdej téme stredoSkolskej matematiky. V €lanku su popisané moznosti pouzitia Cabri 2D,
Cabri 3D a programu Microsoft PowerPoint vo vyucbe analytickej geometrie.

2 Cabri a analyticka geometria

Cabri geometria méze byt uzitoénym didaktickym nastrojom aj pre vyucbu analytickej geo-
metrie, ato vrovine iv priestore. Ukazky vykresov, ktoré patria do tejto Casti su ulozené
v prie¢inkoch ,vektory“, ,suradnice bodu“, ,priamka“, “rovina“ a ,kuZelosecCky". V tejto téme
by sa skér mala uplatnit samostatna praca Ziakov, pomocou nastrojov Cabri, ktoré su tak
bohaté, Ze je namieste aj otazka ¢o teraz udit' z tohto tematického celku. Cabri totiz nielenze
kresli linearne a kvadratické utvary, ale ,vie® ur€it ich rovnice a suradnice spolo¢nych bodov.
Takisto ,vie“ pocitat uhly a samozrejme urcit' aj vzdialenosti. Pomocou Cabri tiez dokazeme
zistit rovnobeznost, kolmost utvarov, zhodnost, €i bod patri utvaru a pripadne &i su utvary
zhodné. Preto sa domnievame, ze po zvladnuti zakladnych pojmov, predovSetkym zakladov
vektorovej algebry, bude mozné skér sa orientovat na rieSenie problémov s vyuZzitim analy-
tickej geometrie. Bolo by ur€ite vhodné uviest podobné ulohy, avSak kvoli obmedzenému
rozsahu tohto ¢lanku, uvadzame len niekolko vykresov na podporu vyucby zakladnych poj-
mov vektorovej algebry, resp. analytickej geometrie roviny a Ciasto¢ne analytickej geometrie
Vv priestore.

Na zaciatku vyucby samozrejme zavadzame pojem suradnice bodu na priamke, v rovine
a v priestore. Po zvladnuti pojmu vektor (vyklad sa mdze robit s pomocou prezentacie a tiez
Cabiri), definujeme sucet a rozdiel vektorov a nasobok vektora realnym c&islom. Vo verzii
Cabri Il plus je uz implementované makro ,sucet vektorov“, napriek tomu je samozrejme tre-
ba operaciu definovat’ (pozri prezentaciu a vykres ,sucet vektorov®). Vlastnosti operacii
s vektormi mozno pomocou Cabri pekne demonstrovat, pripadne precviCovat pomocou vy-
kresov ,tri vektory® (ukazuje asociativnost scitovania vektorov), ,nasobok vektora“ a
,nasobok vektoral®. f)alej mozno prejst na pojem ,linearna kombinacia vektorov (zatial iba
dvoch) a to pomocou vykresu LK vektory (obr.1).

LINEARNA KOMBINACIA VEKTOROV t(“ka”"m moéze$ menit &
,S

Obr.1 Linearna kombinacia vektorov
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Tento vykres, mozno tiez pouzit’ pri vyklade parametrického vyjadrenia roviny, vhodnejsi je
vSak vykres urobeny v Cabri 3D, pod nazvom LZ1. Pomocou vykresu ,survektor* mozno
pekne vysvetlit pojem ,sdradnice vektora“, s ktorym mavaju Ziaci tiez tazkosti. Vo vykrese
mobzu pozorovat, ze ktorékolvek umiestnenie vektora, ma tie isté suradnice v zmysle defini-
cie (obr. 2). Samozrejme, treba vektor umiestnit aj do zadiatku, aby ziaci objavili, ze v tomto
pripade suradnice vektora su sdradnice koncového bodu jeho umiestnenia. Vykres ,LKv ,
vyjadruje fubovolny vektor s celo€iselnymi suradnicami ako linearnu kombinaciu bazovych
vektorov (1;0) a (0;1).

Ay
x1l=-5.56 x2 =-2.67 ul= x:z
Suradnice vektora v rovine yl=3.61 y2=4.86 >
u2=y:
1=2
B 2 “
y u2=1
u
A y1
1
1
X1 X2
MbézZete pohybovat vektorom AB. Pri akomkol vek umiesteni vektora sa nemeni
rozdiel x-ovych resp. y-ovych suradnic Koncového a pociatoéného bodu. Tieto

Obr.2 Sudradnice vektora v rovine

Vykres ,Par_priamka“ by mal Ziakom poméct dokladne pochopit parametrické vyjadrenie
priamky. Vykres ,smer_vektor priamky“ demonS$truje smernicovy tvar rovnice priamky
(obr. 3). Najskér vSak treba definovat’ smerovy uhol priamky.

Analytick geometriu v priestore mozno tiez z €asti vyu€ovat s podporou priestorovej verzie
Cabiri, ato Cabri 3D. Vo vektorovej algebre sme uz definovali lineadrnu kombinaciu vektorov.
Pomocou Cabri 3D mézeme pekne demonstrovat’ situaciu, ked z troch vektorov aspon jeden
je linearnou kombinaciou zvy$nych dvoch. Ziaci méZu pozorovat, Ze v tom pripade vsetky tri
vektory mozno umiestnit’ do jednej roviny (uz spomenuty vykres LZ1) a takisto definovat’ li-
nearnu zavislost’ vektorov. Pripad, ked su vektory linearne nezavislé demonstruje vykres
LZ2, vektory nemozno umiestnit’ do jednej roviny. Vykres LZ1 samozrejme mozno pouZit' pri
vyklade parametrického vyjadrenia roviny. Podobny ucel ma aj vykres ,par_roviny“. Ak ma-
me k dispozicii Cabri 3D, md6Zzeme pouzit’ aj uz uvedeny vykres LZ1 a nasledne vykres ,Pa-
ram_rovnice rovina“ (obr. 4).
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y= kX +q

k... smernica priamky

u=(u1;u2) ... smerovy vektor

ul=2.2829539336 u2
u2=2.5288105111

ul
k=u2/ul

k=1.1076923077
y =1.1076923077x + 2.1421052632

MozZete pohybovat’ priamkou p a
tieZ koncovym bodom vektora u.

Obr. 3 Smerovy vektor priamky

Obr.4 Parametrické rovnice roviny

Po zvladnuti parametrickych rovnic roviny, oboznamujeme Ziakov so vSeobecnou rovnicou
roviny. Pri odvodzovani tejto rovnice, zistime, ze suradnice normalového vektora roviny su
nasobkami koeficientov a, b, ¢ vSeobecnej rovnice roviny. Toto demonStruje vykres
,2wSeobecna rovnica roviny“. Zvlastne polohy rovin demonstrujeme pomocou vykresov rovno-
beZznd s x, rovnobezna s vy, rovnobezna s z,, rovhobezna s xy, rovnobezna s xz, rovno-
bezna s zy. Tu Ziakov upozornime na chybajice ¢leny vo vSeobecnej rovnici roviny. Vykres
,priesecnica dvoch rovin“ demonstruje fakt, Ze smerovy vektor roviny je nasobkom vektoro-
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vého sucinu normalovych vektorov oboch rovin. Rovnobezné roviny a vztah medzi ich nor-
malovymi vektormi demonstruje vykres ,rovnobezné roviny"“.

Aj tému vzdjomna poloha linearnych utvarov mozno spestrit s podporou Cabri 3D. Vo vykre-
soch ,rovnobezky“, réznobezky“, mimobezky*“ je klasifikovana vzajomna poloha priamok po-
mocou vektorov.

Nastroje Cabri umozfiuju demonstrovat a pocitat' aj metrické vlastnosti linearnych utvarov.
VVzhfadom k obmedzenému rozsahu sa tejto problematike nebudem podrobnejSie venovat.
Tieto nastroje nam mozu pri vyucbe dobre posluzit na kontrolu vypoctov, t. j. na spatnu vaz-
bu.

Z témy ,Kvadratické utvary“ je na zaklade osnov povinné ucivo uz iba kruznica a jej vzajom-
na poloha s priamkou. Napriek tomu, Ze Cabri ll+ disponuje silnymi nastrojmi, je dobré oboz-
namit’ ziakov aj s ostatnymi kuzefoseCkami, ktorych Studium je z hladiska technickej praxe
stale dolezité.

Vykres priamka a kruznica demonstruje vzajomnu polohu priamky a kruzZnice v sustave su-
radnic. Kedze Cabri ,vie* urdit suradnice lubovolného bodu v nakresni, mézeme lahko urgit
aj suradnice priesecnikov, pokial existuju. Samozrejme, ziaci by mali poznat algoritmus ako
tieto suradnice vypocitat, avSak uz nie je potrebné drilovat tento postup, skér sa zda vhod-
nejSie riesit konkrétnejsie problémy.

Elipsa podPla dg_ﬂm’é‘i‘é

obr.5 Konstrukcia bodov elipsy

Pochopitelne, tak ako ziskame prieseCniky priamky a kruznice, mézeme urcit spolo¢né body
aj inych utvarov, a to linearnych aj kvadratickych. Pomocou nastrojov Cabri je mozné nakres-
lit fTubovolnu kuzeloseCku urcenu piatimi bodmi a ur€it' aj jej rovnicu, €o je sice nad ramec
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osnov, ale je tu prilezitost oboznamit ziakov so vSeobecnou rovnicou kuzeloselky. Velmi
dolezité je, aby Ziaci dokladne zvladli definicie vSetkych kuzelosecCiek. NajlepSie je, ked ich
najskér kreslia podla definicie, az potom by sa malo prejst k ich analytickému vyjadreniu.
Toto sa ¢asto zanedbava, najma ak ucitel nema v aprobacii deskriptivhu geometriu. Ked' uz
kuzeloseCky nebudeme rysovat, treba aspon pouzit vykresy ,elipsadef, ,hyperboladef* a
.paraboladef. Treba v8ak vysvetlit konstrukciu bodu kuzZelosecky aj pomocou ,odkrytia“ pri-
slusnych pomocnych utvarov (obr. 5).

3 Zaver

NaSe doterajSie niekolkoro¢né skusenosti s vyuc¢ovanim matematiky pomocou IKT, najma
Cabri geometrie, su velmi pozitivne. Z dotaznikov i z osobnych rozhovorov so ziakmi sme
zistili, Ze Ziaci su s takouto podporou vyu€ovania spokojni a velmi ju ocefiuju. Nakofko vyu-
Covanie matematiky je do znaénej miery pojmotvornym procesom, sme sa v ¢lanku predo-
vSetkym zamerali na postup zavedenia pojmov z analytickej geometrie vo vyuc€be. Preto nie
su v €lanku rieSené konkrétne ulohy. Pri ich rieSeni je vhodné pouzit znamy program Derive,
ktory umozniuje zrychlit mnohé numerické vypocty, v neposlednom rade aj graficky znazornit’
vysledky, ato v rovine iv priestore. Idedlne by potom bolo, keby s pocitatom pracovali aj
ziaci, ¢o pri ich su€asnych poctoch v triedach je problém. Pocitatové ucebne (aj ,ucebne
Infoveku®) disponuju spravidla najviac 15 - 17 ks PC, takze pri pocita¢i musia pracovat aspon
dvaja Ziaci, o ma negativny vplyv na efektivnost vyu€ovacieho procesu.
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