Tvorivé experimentovanie v prostredi IKT -
nastroj na zlepsenie matematického vnimania
a myslenia studentov

Creative Experiments in ICT Environments - Tool to
Improve Students ° Mathematical Perceptions

Abstract

This article presents results of pedagogical experiment carried out on high school students. This
experiment focused on particular themes of curriculum - trigonometric functions, equations and
inequalities. To make this form of education more appealing we utilized creative experimentation in
virtual environment and didactical software Graphmatica. Our primary interest was to find how much
their mathematical thinking improved. This improvement was caused by improved instantiation and
visualization of mathematical terms through numerical and graphical models created by the computer.
We then measured the amount of knowledge improvement achieved by the aforementioned means.
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Potencial prostredia IKT v Skolskej matematike

1 Uvod

Pravdivost' tézy, Ze integracia pocitaov do edukaéného procesu znamena prichod novej éry
efektivnejSieho vyuovania aucenia sa potvrdzuji mnohé vyskumy realizované unas aj
v zahrani€i. Ich snahou je najCastejSie verifikovat (alebo vyvratit) hypotézy o tom, ze pocitace
maju potencial radikalne zmenit rigidné, zauzivané pedagogické pristupy a zlepsSit vysledky
Studentov.

PoCas nasho experimentu zameraného na aplikovanie novych metod vyu€ovania matematiky na
strednych Skolach s vyuzitim IKT, ktory sme realizovali v obdobi rokov 2004 az 2007, sme mali za
ciel v prvej etape najskér vytvorit scenare vyu€ovacich hodin, ktoré by Studentov nabadali k
aktivnej a tvorivej €innosti, aby na zaklade vlastnych skusenosti ziskanych v procese vyuCovania
pomocou pocitatovych technolégii sami prichadzali k novym matematickym pojmom, pravidlam a
spbsobom rieSenia matematickych problémov. Sucasne bol kladeny déraz na taku vyucovaciu
metodu, ktora umozni Studentom lepSie aplikovat matematiku pri rieSeni problémov realneho
Zivota.

Z praxe vieme, Ze predpokladom k tomu, aby Student dokazal aplikovat matematiku v praxi, je aby
jej skuto€ne porozumel. Matematike vSak rozumie len taky Student, ktorého ucenie nie je len
pasivnou recepciou pojmov, imitaciou ucitela alebo u¢enim sa hotove] matematiky. Matematike
lepSie porozumie Student, ktory je vo vyu€ovacom procese angazovany, podnecovany ku kladeniu
otazok a hladaniu odpovedi, k tvorivej ¢innosti, aktivhemu zmocriovaniu sa matematickych
poznatkov experimentovanim. Takuto metdédu sme oznacili ako metddu ,ucenia sa €innostou —
alebo tiez learning by doing” .

Nasou snahou poc€as opisovaného experimentu bolo odpovedat na otazku, do akej miery mdzu
prave prostriedky IKT mobilizovat a pozitivne ovplyviiovat poznavaci proces Studenta.

2 Priebeh experimentu

V druhej etape prace bolo nasim cielom overit pomocou pedagogického experimentu pozitivny
vplyv vyuzivania pocitacovych technoldgii pri vyu€ovani matematiky na uroven vedomosti
$tudentov na SS. V priebehu dvoch rokov bolo vytvorenych viac ako 42 pracovnych listov
a konceptov vyucovacich hodin z matematiky a realizovanych 51 vyu€ovacich hodin matematiky
vo v8etkych roénikoch na SS. Pokusili sme sa navrhnit netradiéné, zaujimavé a pritom efektivne
aktivity, ktoré nielen ozivili proces vyucovania, ale vniesli don prvky novosti, spestrili monoténne
precviCovania a pomohli pri fixacii poznatkov inovativnym spdsobom. Spomenuté koncepty
vyu€ovacich hodin boli uz v minulosti obsahom viacerych publikovanych ¢lankov.

Scenare vyuCovacich hodin boli koncipované v Uzkej nadvaznosti na v suc€asnosti
najpouzivanejSie ucebnice matematiky na strednych Skolach, ktorych autorom je Toma$ Hecht:
Matematika pre gymnazia a SOS.

Pozornost sme upriamili predovSetkym na tie témy, s ktorymi bud maju Studenti vacsie problémy,
(umoznili sme im lepSie nahliadnut’ na dané pojmy pomocou ich vizualizacie, heurisrickej simulacie
Ci konkretizacie s podporou IKT), alebo nizka ¢asova dotacia pri ich preberani nedava priestor pre
ich dostatoCné zafixovanie a precvi€enie (s vyuZitim pocitaca dokaZzeme za ten isty Casovy Usek
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pojat’ viac uciva). Pri kazdej téme sme integrovali vhodné aktivity do vyu€ovacieho procesu v
sulade s uCebnym a Casovym planom tematického celku v ramci platnych uéebnych osnov.
Technickd naro€nost realizacie nasho experimentu nam zial neumoznila pracovat s jednou
experimentalnou skupinou pocas celého skolského roku, preto boli predmetom nasho experimentu
len vybrané tematické celky stredoSkolského uciva a €asovo obmedzené useky vyuCovania.

V ¢lanku predstavime pracovny list a postup vyulovania, ktory sme pouZili pri preberani
tematického celku Goniometrické funkcie, rovnice a nerovnice v druhom roCniku gymnazia
a vysledky pedagogického experimentu viazuce sa k tejto téme.

PoCas pedagogického experimentu sme sa zamerali na rieSenie vyskumného problému
kauzalneho typu, ktory sme stanovili nasledovne:

#+ Aky vplyv mé vyuZivanie poditadovych technolégii pri vyuovani matematiky na SS na vykony
Ziakov a ich postoj k tomuto predmetu?

Ako vysledok nasho experimentu sme oCakavali:

# Potvrdenie pozitivheho vplyvu vyuzZivania pocitatovych technoldgii a metddy ,learning by
doing” v procese vyucovania matematiky na rozvoj tvorivého myslenia Studentov atiez na
uroven ich vedomosti.

Na zaklade formulacie vyskumného problému sme pre verifikaciu stanovili nasledujuce hypotézy.

H1: Ziaci vzdelavani formou aktivnej &innosti ,learning by doing* prostrednictvom poditacovych
technolégii dosiahnu na konci experimentalneho vyuéovania minimalne rovnocennu udroveri
vedomosti ako Ziaci vyuc¢ovani bez pocitacovych technoldgii.

Pomocné hypotézy prinaleziace k hlavnej hypotéze H1:

# H1.1: Uroveri vedomosti u ziakov, ktori pouZivali pri vyuSovani matematiky poditadové
technolbgie bola pri rieSeni tloh z oblasti goniometrickych funkcii rovnocenna ako u Ziakov
vzdelavanych bez IKT.

* H1.2: Uroveri vedomosti u Ziakov, ktori pouZivali pri vyuSovani matematiky poditadové
technoloégie bola pri riesSeni neStandardnych matematickych uloh z oblasti goniometrickych
funkcii vy$Sia ako u Ziakov vzdelavanych bez IKT.

2.1 Verifikacia hypotézy H1

Problematika goniometrickych funkcii, rovnic a nerovnic bola odu€ena v Skolskom roku 2006/2007
v paralelnych triedach podla toho istého uéebného planu v sexte na Gymnaziu v Ziline a na
Gymnaziu v Povazskej Bystrici.

Pri naSom experimente sme pracovali s jednou experimentalnou a jednou kontrolnou skupinou.
Spolu sa na experimente zuéastnilo 56 Ziakov; 28 $tudentov Gymnazia v Ziline i (tito tvorili
experimentalnu skupinu) a 28 Studentov Gymnazia v PovaZzskej Bystrici (tito tvorili kontrolnu
skupinu). Nato, aby sme mohli experiment kvalifikovat’ ako relevantny bolo potrebné zvolit dve ¢o
najviac rovnocenné skupiny. Pri vybere subjektov experimentu a v snahe o ziskanie dvoch ¢o
najviac ekvivalentnych skupin sme sa rozhodli pre nahodny vyber zo Ziakov osemroCnych
gymnazii, ktori boli prijimani na Stadium podla porovnatelnych 1Q testov. tieto skupiny maju blizke
hodnoty zakladnych ukazovatelov ( vek, prospech, hodnoty IQ testu).
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Do vyuc€ovania v experimentalnej skupine boli zaradené raz v tyzdni hodiny v po€itaCovej ucebni.
ISlo o hodiny, ktorych ciefom bolo fixovanie a upeviiovanie uciva zvolenej problematiky. Zvolili sme
formu pracovnych listov, na ktorych boli presne $pecifikované aktivity a Glohy pre Ziakov. Ziaci
pracovali prevazne samostatne, ucitel mal priestor pre individualne usmernovanie dvojic. Cielom
aktivit bolo tvorivé hfadanie odpovedi na presne poloZzené otazky, odhalovanie suvislosti a u€enie
sa v procese aktivnej €innosti (learning by doing). Zaver kazdej hodiny tvorila heuristicka beseda
a spolocné diskusné féorum o rieSenych zadaniach.

Pracovny list obsahoval tieto aktivity:

Aktivita 1

a) Nakreslite do jedného obrazku grafy funkcii:
e y=sin(x)
e y=sin(4x)
e y=sin (0,5x)
Nakreslite do dalSieho obrazku grafy funkcii
e y=cos(x)
e y=cos(6bx)
e y=co0s(0,25x%)
Pozorujte grafy funkcii, formulujte tvrdenie tykajuce sa zmeny periody funkcii typu
y = cos(k. x) v zavislosti na parametri k.

b) Nakreslite do jedného obrazku grafy funkcii :
e y=cos(X)
e y=4cos(X)
e y=0,5cos(x)
Nakreslite do dalSieho obrazku grafy funkcii:
e y=sin(x)
e y=23sin(X)
e y=0,25sin(x)
Pozorujte grafy funkcii a vyslovte zavery tykajuce sa zmeny oboru hodnnét funkcii tvaru

y = k.sin(x).
c¢) Narysujte grafy funkcii:
e y=cos(X)+2
e y=cos(X)-5
e y=sin(2x) + 3
e y=sin(0,5x) -1

Aké zmeny nastavaju v pripade grafov funkcii tvaru y = cos(x) + k!

d) Nakreslite grafy funkcii:

e y=sin(x)

e y=sin(x+n)

e y=sin(x-n/4)
e y=2cos(x+n)

Vyslovte tvrdenie tykajuce sa vlastnosti a tvaru grafov funkcii typu y = sin(x+a)!
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Aktivita 2
Nakreslite grafy funkcii:
e y=sin(2x)
e y=-sin(2x)
e y=sin(-2X)
o = - sin (-2x)
e y=cos(2X)
e Yy =-Cc0S(2x)
e vy =cos(-2x)
e y=-co0s (-2x)

Odpovedzte postupne na otazky:
Je graf funkcie y = sin(x) symetricky? Aku sumernost’ pozorujete?
Ako sa zmeni graf funkcie y = sin(-2x) vzhlfadom na graf funkcie y = sin(2x)?

Aky je vztah grafov funkcii y= sin(-2x) a y= -sin(-2x)? Zdbvodnite! Analogicky postupujte v b).

Aktivita 3
Do jedného obrazku zakreslite grafy funkcii :
e y=cos(X)
e y=-cos(x)
e y=sin(x-(n/2))
e y=sin(x+(n/2))

Na zaklade vysledkov pozorovani ziskanych grafickych modelov doplnte rovnost:

sin (x+n/2) =
sin (x-/2) =
e y=sin(x)
e y=-sin(x)
e vy =cos(x-(n/2))
o vy =cos(x+(n/2))
cos(x+n/2) =
cos(x- w/2) =

Aktivita 4

Na zaklade poznatkov ziskanych pocas aktivity 1 nacrtnite grafy funkcii:
a) y = 3sin(x-w/2) +1

b) y = 2cos(2x+m) -2

Vysledky overte pomocou programu Graphmatica.

Aktivita 5

Napiste predpis funkcie tvaru y = a.sin(b.x) + c, ktora nadobuda maximalnu hodnotu 6, minimalnu
hodnotu 2 a jej peridéda je p=3. Vysledky overte graficky!
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Aktivita 6

Hibka oceanu sa na istom mieste meni pocas diia periodicky; s periédou 24 hodin, v rozpati od
10m po 18m a mézeme ju vyjadrit pomocou funkcie y = a.sin(k.x) + b. Aku &ast dfia je hibka
oceanu vacSia ako 16 metrov? Graficky znazornite!

Aktivita 7
Pomocou programu Graphmatica overte platnost goniometrickych vzorcov:
e sin?(x) + cos?(x) =1
e 2sin(x).cos(x) = sin(2x)
e C0S(2x) = cos*(x)-sin*(x)
e cos’x = (1+cos(2x))/2
Aktivita 8

Riedte goniometrické rovnice. Vyuzite program Graphmatica ako spatnu vazbu atiez na
vizualizaciu ziskanych vysledkov.

sin(2x).cos (x) = sin(x)

sin(x) + cos(x) = 2

cos?(x) — cos(x) +1/4 = 0

3sin(x) + 4cos(x) =5

Aktivita 9

Pomocou systému goniometrickych nerovnic popiste vySrafovanu &ast plochy na obrazku. Po
zvacseni obrazku je mozné lepSie odCitat hodnoty jednotlivych premennych, potrebné
k sprdvnemu vyrieSeniu ulohy.

Obr. 1 Zadanie a)
Obr. 2 Zadanie b)

Pri rieSeni uloh Studenti pouzivali program Graphmatica, s pouzivanim ktorého sa zoznamili uz na
predchadzajucich hodinach pri preberani tematického celku Funkcie |. Studenti vyuzivali
predovsetkym vlastnost programu vykreslit do jedného grafického okna mnozinu funkcii s jednym
parametrom. Vdaka didaktickému softvéru mohli sledovat’ aky vplyv ma meniaci sa parameter
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v zapise zlozenej goniometrickej funkcie y = a.cos(bx+c)+d na graf funkcie, obor funk&nych
hodnét, nulové body Ci jej periddu. NavySe pouzitie IKT umoznilo Studentom testovat omnoho viac
pripadov funkcii (pracovat s vaésim mnozstvom konkrétnych modelov) ako pri klasickom
vyuCovani. Nasledné zovSeobecriovanie ziskanych vysledkov a formulovanie zaverov bolo
uspesnejSie.

Pri vytvarani grafov goniometrickych funkcii vyuzivali Studenti formatovanie grafického okna
programu postupnostou prikazov z Menu programu v poradi Option — Graph Paper— Trig.
Takéto nastavenie zabezpedi, ze mierka na osi X je normovana nasobkami Cisla 7, ¢o je vhodné
prave pri tychto cvi€eniach.

Kontrolna skupina absolvovala tradi¢né vyu€ovanie o goniometrickych funkciach.

Po prebrati uciva obe skupiny riesili zhodny vedomostny didakticky test, ktory obsahoval 10 uloh; 6
bolo Standardného typu a 4 mézeme oznacit ako ulohy nestandardného typu, ktoré vyzaduju pri
rieSeni istt davku kreativity a ,dobry napad*. Ulohy v&ak nemali mimoriadnu obtiaznost.

2.2 Kvantitativna analyza vysledkov experimentu

Najskér uvedieme tabulku agraf uspeSnosti rieSenia uloh testu Goniometrické funkcie
v experimentalnej a kontrolnej skupine v percentach.

Tabulka 1
¢islo ulohy 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
Experimentalna skupina [%] | 77,3 | 71,4 | 71,6 | 705 | 77 | 76,8 | 70,4 | 53,2 | 60,7 | 61
Kontrolna skupina [%)] 76,8 | 67,5 | 64,2 | 64,2 | 73,1 | 758 |63,1|32,1| 351|501

Uspesnost riesenia tloh testu v experimentalnej a kontrolnej skupine
v percentach

90
80
7077 B
601 ]

507 B experimentalna
40H] B kontrolna

307
2077
1077

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cislo ulohy

Obr.3 Graf tspesSnosti rieSenia tloh post testu Goniometrické funkcie

Z grafu mbézeme vidiet, Ze Ziaci v experimentalnej skupine boli uspesnejsi predovsetkym pri rieSeni
uloh 7,8,9,10. Ziaci kontrolnej skupiny zas vykazuju porovnatelné vysledky pri prvych Siestich
ulohach, zaostavanie je zjavné pri neStandardnych ulohach. Nasledujuca tabufka poukazuje na
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percentualnu uspesnost v ramci celého testu i parcialne vysledky pre Standardné a neStandardné
ulohy.

Tabulka 2 . Uspe$nost rieenia didaktického testu
Celkova tspesnost’ | Standardné tlohy | Nestandardé tlohy

Experimentalna. | 69,1% | 23,5 bodov | 74,1% | 15,6bodov | 60,9% | 7,9bodov
Kontrolna 60.1% | 20,4 bodov | 69,8% | 14,7bodov | 44,2% | 5,7bodov

Pristipime k verifikacii hypotéz. Zvolime hladinu vyznamnosti a = 0,05. Uginok experimentalne;
metody (dosiahnuté vysledky testu pri vyu€ovani matematiky prostrednictvom IKT) sme povazZovali
za nahodny vyber z normalneho rozdelenia N(uy 01°). Uginky druhej metddy (vysledky testu pri
tradiénom vyugovani) sme povazovali za nahodny vyber z normalneho rozdelenia N(u, o), kde
)78 o1%, y723 0,2 sl nezname parametre. Mame dané dva nezavislé subory n = 28, m = 28.
Vypocitame vyberové charakteristiky a pouZzitim F - testu zistime &i rozdiel medzi ich rozptylmi je
Statisticky vyznamny.

Tabulka 3 Zakladné Statistické charakteristiky oboch suborov

Cin = 4
velicina N x (priemer ziskanych bodov) Sx'(rozptyl)
Experimentalna skupina | 28 23,5 26,8
Kontrolna skupina 28 20,4 23,7

Testujeme hypotézu H, : rozptyly zakladnych suborov su rovnaké proti H; : rozptyly zakladnych
suborov su rézne, teda: Ho : ¢i°= o proti Hy: o, = 6»°. Testovacia charakteristika nadobudla
hodnotu F = 0,750895.

Kritické hodnoty F rozdelenia pri hranici vyznamnosti @ = 0,05 su podla tabulky:
F1a2(n-1,m-1) = Foe75(27, 27) = 0,4587

F 42(27,27) = 2,1824

Hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti a, ak F <F; ,»(n-1,m-1) alebo
F>F 4(n-1, m-1)

Pretoze plati F = 0,750895 > Fqg75 (27,27) = 0,4587 hypotézu Hy na hladine vyznamnosti « =0,05
nezamietame; rozdiel medzi rozptylmi nie je Statisticky vyznamny.

Rozdielnost medzi skupinami sme nasledne testovali dvojvyberovym Studentovym t - testom
s rovnostou rozptylu. Testovali sme hypotézu o tom, & u&inky oboch vyu€ovacich metdéd su
rovnake:

Ho: 1= g proti Hy: iy # 1

Testovacie Statistiky ziskané pomocou MS Excelu maju hodnotu T = 2,276 a hodnota p = 0,01313.
P je pravdepodobnost chyby, akej sa dopustime, ked’ zamietneme testovanu hypotézu. Ak p< 0,05
hypotézu H, zamietam; p- hodnota v tomto pripade sved¢i jednoznacne v neprospech nulovej
hypotézy H, .

Pri porovnani s kritickymi hodnotami t-testu sme dostali:

T = 2,276 > to,05(54) = 2,0048
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Nulovu hypotézu preto zamietame. Vyberovy priemer sa na zvolenej hladine vyznamnosti lisi od
znamej hodnoty priemeru zakladného suboru.

Interpretdcia vysledkov

Medzi vyuéovacimi metédami bol rozdiel.

Ak pouZijeme jednostrannu alternativu a testujeme hypotézu:
Ho: 1= o proti Hy: > 1

Ho zamietame na hladine vyznamnosti a ak T > t,,(n+m-2) sa v nasom pripade potvrdilo: 2,276 >
tza(n+m'2)= to'1(54): 1,676

Jednostrannu nulovd hypotézu preto zamietame a rozdiel medzi strednymi hodnotami povaZujeme
za Statisticky vyznamny.Overili sme platnost hypotézy H1.1.

Na verifikaciu pomocnej hypotézy H1.2 sme pouzili analogicky postup.

Vypoditali sme opat vyberové charakteristiky s pouZitim F-testu. Zistili sme, Ze rozdiel medzi
rozptylmi je Statisticky vyznamy. Nasledne sme pouzili jednostranny dvojvyberovy Studentov t-test
na overenie jednostrannej alternativy:

Ho: 1= g proti Hi: s > o

Nech « = 0,05
Ziskali sme tieto Statistické charakteristiky:

Experimentadlna skupina Kontrolna skupina
Priemer: 7,92 bodov Priemer: 5,76
Rozptyl: 4,365 Rozptyl: 3,00

Vypocitana hodnota F- testu: F= 0,6872
Kritické hodnoty F- testu:
Fl.ajz(n'l,m'l) = Fo’g75(27, 27) = 0,4587

F 0'025(27,27) = 2,1824
Vypocitana hodnota t-testu: T = 4,14
Kritické hodnoty t-testu: t,,(n+m-2)=t,,(54)= 1,676

Plati 4,14 >1,676 teda T > t,,(54), preto H, zamietame a prijimame alternativnu hypotézu H,.
Nulovu hypotézu zamietame a tvrdime, Ze sa vyberovy priemer na zvolenej hladine vyznamnosti
li8i od znamej hodnoty priemeru zakladného suboru.

Interpretacia vysledkov

Rozdiel medzi dosiahnutymi vysledkami v teste pri rieSeni neStandardnych uloh v experimentalnej
a kontrolnej skupine Ziakov je $tatisticky vyznamny. Overili sme platnost hypotézy H1.2.

Pomocou Statistickych metdéd sa potvrdila efektivita zaradovania inovativhych vyucovacich
postupov s vyuzitim pocitaa do vyu€ovania matematiky, ako prostriedku na zvySovanie vykonu
Ziakov.
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3 Zaver

Vysledky nasho experimentu koreSponduju so zavermi viacerych vyskumov z oblasti vyuzZivania
pocitaCov na hodinach matematiky. Potvrdil sa pozitivny vplyv a ucinnost aplikovania pocitatovych
technolégii predovSetkym v oblasti narastu konstruktivnej aktivity a motivacie Studentov pocas
vyudovania. Studenti sa citili na hodinach viac objavitermi novych poznatkov, viac tvorcami svojho
vlastného poznania. Aj slabsi Ziaci sa na dobre zorganizovanej hodine pokusali dospiet k rieSeniu,
neboli natolko pasivni a rezignovani ako pri klasickom vyu€ovani.

Poznamka: Popisovany experiment bol realizovany s podporou projektu KEGA /09 doc. PaedDr. T.
Lengyelfalusy, CSc. - zodpovedny riesitel, rieSitelské obdobie 2009 — 2011.

Nazov dlohy: Cielom vyu€ovania matematiky je Stastny ¢lovek
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