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Abstract

The article discusses the contribution of dynamic geometric programs to teaching of stereometry in
high school and warns against some pitfalls associated with their use. Several specific examples are
presented — positional and metric problems, investigating the sets of points of given properties in
space.
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1 Uvod

V poslednich letech mizeme pozorovat postupné sniZzovani uUrovné znalosti a dovednosti
z geometrie u absolventl zakladnich a stfednich Skol. Vice nez s feSenim planimetrickych uloh
mivaji tito zaci potize s tfidimenzionalnimi problémy. Obecné mizeme hovofit o klesajici urovni
geometrického mysleni a prostorové predstavivosti u sou¢asnych zaka, néktefi autofi uvadeéji, ze
situace se v pribéhu nékolika poslednich desetiletich vyrazné zhorsila [2], [4], [7].

PFiCin této situace je cela fada, k tém hlavnim patfi klesajici poCty hodin matematiky na Skolach
a nedostatek ¢asu na procvi€eni latky, neoblibenost geometrie u zaku aj. Pfedev§im ulohy ze
syntetické geometrie byvaji pro zaky obtiznéjSi, nebot synteticka feSeni uloh jsou v porovnani

problematikou, konkrétné nadhled nad vlastnostmi geometrickych objektd, ktery je podporovany
geometrickou pfedstavivosti a schopnosti aktivné vyuzivat védomosti a kombinovat je v prabéhu
fedeni. K tomu, aby Zaci tyto dovednosti a nadhled ziskali, je tfeba latku dostate¢né procvicit.

Jednou z cest, ktera mlze prispét ke zlepSeni situace, je vyuzivani dynamickych geometrickych
programu. ZkuSenosti a vysledky z vyu€ovani geometrie s podporou téchto programd ukazuji, ze
vyukové programy pfinaseji do Skolské geometrie fadu pozitivnich prvka.

Nasledujici moznosti vyuziti program0 dynamické geometrie vychazeji ze zkuSenosti ziskanych ve
vyuce predmétt Aplikace pocitaci ve vyuce geometrie | a Il, Geometrie | a Zaklady zobrazovacich
metod pro budouci stfedoskolské ucitele matematiky na MFF UK v Praze.

2 Podpora a rozvijeni prostorové predstavivosti

Prostorova predstavivost je soucCasti geometrické predstavivosti a v uz§im slova smyslu ji
rozumime souhrn schopnosti, které souviseji s pfedstavami jedince o prostoru, geometrickych
objektech, jejich vlastnostech a vzajemnych vztazich. Rada odbornikil povazuje za nejdllezit&jsi
obdobi pro rozvoj prostorové predstavivosti pfedSkolni a mladSi Skolni vék. Z pohledu psychologt
arozvoje geometrické predstavivosti jsou to jisté nezastupitelna obdobi, avSak i pozdéji Ize
geometrické mySleni a prostorovou predstavivost Zzakd rozvijet, ikdyz jde o pomalejsi
a dlouhodobéjsi proces, ve kterém se vyuziva pfedevsim logické mysleni jedince.

Pro rozvoj prostorové predstavivosti je dulezity vlastni prozitek a zkuSenost. Je proto nezbytné,
aby zak pracoval v hodinach geometrie s prostorovymi objekty a modeloval si prostorové situace.
Nelze se tedy domnivat, Ze vyuka stereometrie muze byt realizovana predevSim za podpory
pocitace. Je dullezité, aby etapé virtualnich manipulaci v pocitatovém 3D prostfedi pfedchazela
manipulace s realnymi objekty [9].

Pro pocitaCové modelovani prostorovych situaci mohou byt vyuzivany rovnéz i planimetrické
dynamické programy. V téchto programech lze sestrojovat obrazy tfidimenzionalnich objektd
s vyuzitim rdznych zobrazovacich metod, a to zejména kosouhlého promitani. Pouzivani
dynamickych planimetrickych programl ve vyuce stereometrie je vhodné pfedevsim v hodinach,
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kdy se zaci uCi zobrazovat jednotliva télesa, pfedevSim mnohostény. Pokud Zzaci vytvareji
dynamické rysy téchto téles, seznamuji se dikladné nejen s jejich vlastnostmi, ale soucasné si
uvédomuiji vliv pouzité zobrazovaci metody na vysledny obraz, a tim se také formuji jejich
predstavy o prostoru a zobrazovani prostorovych Gtvaru.

Pozdéji, kdyz zaci probiraji fezy mnohosténu, umozni jim planimetrické programy sestrojit fez
daného télesa rovinou obdobnym zplsobem, jako pfi rysovani pravitkem a kruzitkem do sesitu.
V takovych situacich 2D programy slouzi zejména jako prostfedek pro rychlé a pfesné rysovani.
UcCitel maze diky technické podpofe programu zaradit do vyuky i méné tradi¢ni télesa, jako jsou
napfiklad nekonvexni mnohostény, jejichZ fezy jsou naro&né na preciznost provedeni. Diky
dynamickym atributdm programu mohou zZaci po sestrojeni ménit polohu bodu, které ur€uji rovinu
fezu, a sledovat odpovidajici zmény v pruniku télesa a roviny (obr. 1). Jiné pfiklady vyuziti 2D
programu k 3D modelovani a k rozvoji prostorové predstavivosti Ize nalézt v [3].

Obr. 1 Rez nekonvexniho mnohosténu v programu Geogebra

| kdyZz planimetrické dynamické programy umoZziuji zobrazovani a modelovani prostorovych
situaci, je vhodnéjSi pouzivat pfi pocitaCové podpofe vyuky stereometrie a rozvoje prostorové
pfedstavivosti kvalitni 3D programy. Grafické prostfedi téchto programl jednak lépe evokuje
v mysli zaku tfidimenzionalni prostor, jednak umoznuje ménit uhel pohledu na zobrazenou situaci.
Soucasné jsou v 3D prostiedi k dispozici pfikazy pro praci s télesy a dalSimi prostorovymi objekty,
coz usnadni zakum rysovani a urychli realizaci feSeni prostorovych uloh.

3 Metody a formy vyuzivani dynamického software
ve vyuce stereometrie

Pro vyuku stereometrie existuji rizné dynamické programy, ale jen malo z nich v sou¢asné dobé
pokryva svymi pfikazy potfeby vyuky na stfedni Skole. Ke komplexnim 3D programum, které Ize
pro stfedoSkolskou geometrii doporugit, patfi Cabri 3D [10] ¢i Archimedes Geo3D [11]. Komercni
program Cabri 3D (obr. 2) vice respektuje Skolské potieby, coz je patrné z jeho celkové koncepce.
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Je vybaven nejen pfikazy pro feSeni polohovych i metrickych uloh, ale obsahuje i dynamické
nastroje jako pfikaz Stopa, Pohyb. Ma velmi kvalitni grafické prostredi.

/ /V/'v

Obr. 2 Rez kuzelové plochy v Cabri 3D

Program Archimedes Geo3D (obr. 3) je distribuovan ve verzi shareware, pfi jeho dlouhodobé&jSim
pouzivani je tfeba zaplatit registracni poplatek. Nabizi nejen stejné nastroje jako Cabri 3D, ale
uzivatel zde nalezne i pfikazy pro vytvareni mnozin bodu, nékterych ploch a makrokonstrukci. Tim
jsou zvySeny moznosti vyuZiti programu ve vyuce, a to pfedevsim pfi zafazeni konstruktivistickych
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Obr. 3 Rez kuzelové plochy v Archimedes Geo3D

Geometricky software 3D mizZzeme ve vyuce vyuZivat rdznymi zpusoby. K zakladnim mozZnostem
patfi zobrazovani prostorovych objekti a dynamické demonstrovani vztaht mezi nimi.
Programy 3D usnadriuji pfedevsim implementaci heuristickych postupt a konstruktivistického
pristupu k vyuce nékterych témat. Mizeme napfiklad nechat zaky, aby zkoumali, jaka kfivka
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vznika pfi fezu kuzelové plochy rovinou. Program Cabri 3D je vybaven pfikazem pro konstrukci
kuzele i pro prunik ploch, takze tuto kfivku zaci velmi rychle sestroji. Dynamickou zménou
vzajemné polohy roviny a plasté kuzele pak zaci ziskavaji rizné kuzelosecky a formuluji podminky
pro jejich vznik pomoci vzajemné polohy roviny a plasté kuzele (obr. 2, obr. 4).
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[
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Obr. 4 Rez kuzelové plochy v Cabri 3D — parabola, hyperbola

Vizualizace prostorovych objektl a vztahl mezi nimi neni jedinym pfinosem 3D program.
Dulezitou roli hraji pfedevsim jejich dynamické atributy, nebot’ diky snadné realizaci zmén v rysu
Ize nalezené vztahy provéfovat a zobecriovat. Zminéné nastroje pomahaji zakim zejména pfi
experimentovani a hledani hypotézy. V pfipadé zafazovani heuristickych postupl s podporou
pocitatového modelovani zaci pfi feSeni probléma postupné prochazeji nasledujicimi etapami:

e etapa experimentovani s objekty v rysu s vyuZzitim dynamickych nastroji programu,

e etapa objeveni a formulovani hypotézy v€etné jejiho provéfeni nastroji dostupnymi

v programu dynamické geometrie,
e etapa teoretického zduvodnéni, dikazu hypotézy.

Dusledkem pouzivani dynamického software je kromé zvySeni nazornosti vyu€ovani také rozvijeni
samostatnosti zakl a jejich tvofivosti, nebot experimentovani se stava dullezitou slozkou
induktivnich postupl. Ucitel by mél zaky vést k systematickému experimentovani, které vychazi
z logicky promySleného postupu, nikoliv jen z nahodilych manipulaci. | kdyz Z&ci zejména
v pocate¢ni etapé experimentovani s objekty v rysu €asto pracuji bez védomé strategie, ucitel je
formou vhodné zadanych dil€ich Ukoll a problémovych otazek muaze vést k tomu, aby si vSimali
probihajicich zmén vrysu a davali je do souvislosti. Je dllezité, aby zZaci nejen manipulovali
s objekty v rysu, ale i slovné popisovali, co vidi a k jakym zji§ténim dospéli [1]. To v8e napomaha
nejen rozvijet Uroven Zzakovskych poznatkl z geometrie, ale umoznuje uciteli bezprostfedné
vyvracet chybné predstavy, ke kterym mohou Zaci pfi experimentovani dospét. V etapé objeveni
a formulovani hypotézy hraje dulezitou roli pomoc ucitele, pfipadné diskuze se spoluzaky, nebot
teoretické zdlvodnéni objevenych vztahi — ma prevazné deduktivni charakter a patfi k obtiznym
fazim. Pfirozenym zpUsobem zde dochazi k propojeni induktivnich a deduktivnich postupu tak, jak
je to v matematice bézné.
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Dynamické programy muze ucitel se Zzaky vyuzivat pfi vySetfovani mnozin bodl dané vlastnosti,
které jsou analogické k tém, které zaci znaji z roviny. Pouziti analogie pomaha zakdm pfi vytvareni
koncepce rysu, s jehoz pomoci dale experimentuji a hledaji pozadovanou mnozinu. Vychodiskem
k objeveni mnoziny je vlastni experimentalni ¢innost zaka a jeho nasledna analyza ziskanych
poznatk(, k niz dochazi vétSinou za pomoci ucitele. Tuto moznost ilustruje nasledujici pfiklad.

Z&ci maiji za ukol urgit mnozinu v8ech bodd v prostoru, z nichZ je vidét danou nenulovou Usecku
AB pod pravym uhlem. P¥i feSeni této ulohy se mohou zaci opfit o analogii z roviny — Thaletovu
kruznici. Méli by si uvédomit, sami i s pomoci ucitele, ze v prostoru Ize useCkou AB obecné
prolozit nekone¢né mnoho rovin. | kdyz ulohu feSi pfevedenim na rovinny problém volbou jedné
konkrétni roviny, pomoci dynamickych nastroji nasledné v programu realizuji zménu polohy
zvolené roviny. Nejprve tedy sestroji useCku AB a libovolny bod X, ktery umisti na pomocnou
kruznici. Nekolinearnimi body A, B, X prolozi rovinu a zkonstruuji v ni Thaletovu kruznici nad
praimérem AB. Body této kruznice patfi do hledané mnoziny. Se zménou polohy bodu X na
pomocné kruznici méni polohu i rovina ABX v prostoru, a tim i sestrojena Thaletova kruznice. Po
zapnuti stopy této kruznice zaci ziskavaji dalSi body hledané mnoziny (obr. 5). Na zakladé prace
s dynamickym rysem dospéji k hypotéze, ze hledanou mnozinou je kulova plocha nad primérem
AB (s vyjimkou bodu A, B).

Obr. 5 Cabri 3D — analogie Thaletovy véty v prostoru

Reseni probléml na vySetfovani mnozin bodd dané vlastnosti v prostoru piedstavuje pro zaky
ukol, ktery klade znacné naroky na jejich prostorovou pfedstavivost a logické mysleni. Program
dynamické geometrie Zakim pomaha zejména v etapé objevovani vazeb mezi danymi prvky
a hledanymi body, a tim napomaha formulovani hypotézy.

Dynamické 3D programy pfispivaji rovnéz ke zvySeni nazornosti vyuky, zajmu a posileni
motivace zakud. Casto jiz samotné zafazeni poé&itatového programu do vyudovaci hodiny vede
u zakl ke zlepSeni pozornosti a zesileni zajmu o probiranou latku. To v§e napomaha zvysSovani
efektivity vyu€ovani.
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4 Uskali vyuzivani dynamickych programu
Pouzivani 3D programl ma z hlediska vyuky stereometrie také sva uskali. Aktivaci pfikaz(, které
jsou v programu k dispozici, Zzak snadno sestroji pozadovany vysledek — napf. fez mnohosténu
rovinou, prasecik pfimky a télesa aj. Tyto nastroje by vSak zaci méli pouzivat az v okamziku, kdy si
jiz osvaijili principy feSeni téchto zakladnich uloh a vyuzivat je v situacich, kdy fez ¢i prusecik
pfikaz predstavuje pro zaky ¢&ernou skfifku, s jejiz pomoci ziskaji vysledek bez hlubSiho
pochopeni.

V prostfedi Cabri 3D je konstrukce télesa pfedem danych rozmér( pracna. Je proto vhodné
program spiSe vyuzivat pro feSeni uloh, které se zabyvaji témi vlastnostmi a vztahy, jenZ nejsou
pfimo zavislé na konkrétnich rozmérech télesa. Pokud se ucitel rozhodne vyuZivat tento program
ve vyuce analytické geometrie, zjisti, ze zde nelze pfimo zkonstruovat Utvar zadany obecnou
rovnici ¢i parametrickym vyjadfenim. Sestrojit tak rovinu na zakladé jeji obecné rovnice znamena,
Ze napriklad urci soufadnice tfi nekolinearnich bodl z této roviny, body sestroji a jimi prolozi
rovinu. Na zakladé nékolikaleté prace s Cabri 3D lIze konstatovat, ze jen malo pfikladi ze
stfedoSkolskych ucCebnic a sbirek z oblasti analytické geometrie dava po zobrazeni v prostredi
programu nazorny a prehledny obrazek. Dulezitym pfinosem vyuzivani programu v této partii je
v8ak propojeni syntetického a analytického pfistupu ke geometrickym objekttiim.

K dal§im nastraham v 3D prostfedi patfi také to, Ze funkénost a vysledek nékterych, zejména
metrickych, pfikazl ovlivni pfistup uzivatele. Pokud feSime metrické ulohy na télesech, mizeme
se v prostfedi Cabri 3D setkat s vysledky, které nekoresponduji pfesné s teoretickymi. Napfiklad
pfi demonstraci Cavalieriho principu Zaci sestroji pétiboky a trojboky jehlan, které maji stejné vysky
a obsahy podstav. Poté sestroji fez jehland rovinou, ktera je rovnobézna s rovinou jejich podstav
a zméfenim stanovi, Ze obsah Fezu je u obou jehlant stejny. Po aktivaci pfikazu pro uréeni objemu
jehlant v8ak zjisti, Zze jejich objemy nejsou totozné (obr. 6 vlevo). Tento problém souvisi
s nastavenym zaokrouhlovanim vysledkl a také se zpusobem konstrukce télesa [5]. Pokud zvoli
vétsi pocet desetinnych mist u vysledk( zobrazenych na pracovni ploSe, zjisti, Ze obsahy podstav
ani fezl nejsou stejné, ale lisi se (obr. 6 vpravo).

_ 3
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Obr. 6 Viliv zaokrouhleni na vysledky metrickych prikazd
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Ze zkusSenosti, ziskanych v ramci vyuky a také kurz( dalSiho vzdélavani pro ucitele matematiky
z praxe, vyplyva, ze je vhodné kombinovat tradicni vyuku s vyukou podporovanou témito
programy. Oba pfistupy se vzajemné doplfuji — v riznych tématech jsou didakticky pfinosné riizné
pFistupy a kazdé téma nelze vyuCovat se zafazenim heuristickych postupli a experimentovani.
Deduktivni postup je nékdy efektivnéjsi, nebot’ experimentovani klade naroky na vyukovy ¢as i na
pripravu ucitele. Pokud Zaci pracuji s dynamickymi programy individualné, mél by ucitel vénovat
zvySenou pozornost tomu, jakym zplsobem si zaznamendvaji zaci sva zjisténi. Pfi praci
v dynamickém prostiedi zaci ¢asto zapominaji na poznamky, takze jen obtizné pro skonceni
hodiny rekonstruuji svlj postup feSeni a ziskané vysledky. Tuto situaci mohou castec¢né zlepSit
pracovni materialy, které ucitel pfipravi a do kterych zaci podle jeho pokyn( zapisuji v prabéhu
samostatné prace.

Dynamické atributy geometrickych programd i jejich pfinos pro vyuku se zdlrazni a zvysi, pokud
ucitel pouziva tyto programy spole€né s dalSimi prostfedky ICT, a to konkrétné s interaktivni tabuli
Ci Internetem.

5 Zaveér
Kvalitni dynamické 3D programy pfinaSeji do vyuky stereometrie Ffadu pozitivnich aspekt(
a novych prvkud. Jedna se zejména o zmény ve vyucovacich metodach. Pfi vyuzivani dynamického
software dochazi k odklonu od deduktivnich postupl k syntetickym, které zaka stavi do role
experimentatora. Vyulovaci strategie a postupy za podpory dynamické geometrie vychazeji
Z pozorovani, experimentovani a zobecrfiovani. Zakim nejsou predkladany hotové poznatky, ale
na zakladé virtualni manipulace s objekty v rysu sami, ¢i za podpory ucitele a spoluzaku, dospivaji
k novym védomostem.

Zminéné pozitivni jevy se vS8ak ve vyuce neprojevi automaticky. Zalezi na uciteli a jeho
pedagogickych schopnostech, jakym zpusobem zacleni tyto programy do kontextu dané vyu€ovaci
hodiny a jak tim ovlivni efektivitu vyu€ovani. Ktomu, aby programy dynamické geometrie
napomahaly zlepSovat Uroven Zzakovskych védomosti, je tfeba také pozménit zpusob vyuky
a vnést do ni vice problémovych prvka.
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