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Abstract

The paper contains global characteristic of inversion in n-dimensional Euclidean space and its special
cases such sphere and circle inversion. Using dynamic geometric software GeoGebra, there are
investigated properties of circle inversion and solved problems leading to illustration of Steiner’s
porism.

Keywords

Inversive geometry, spherical inversion, circle inversion, dynamic geometry



Potencial prostredia IKT v Skolskej matematike

1 Uvod

V Skolskej syntetickej geometrii sa vyu€uju geometrické transformacie zhodnost a potom neskor
podobnost, z ktorych kazda disponuje vlastnostou, Ze priamky sa zobrazia do priamok a velkosti
uhlov sa zachovavaju. Priklad zobrazenia, ktora nie je kolineaciou a zaroven je izogonalna
transformacia je inverzia vymyslena L. J. Magnusom vroku 1831 [1]. V Kleinovom chapani
geometrie, ak uvaZujeme transformacnu grupu inverzii na neprazdnej mnoZine bodov, tak
dostaneme tzv. inverzivhu geometriu. V euklidovskej geometrii hraju hlavnu rolu priamky a roviny,
vinverzivnej geometrii kruznice a gulové plochy (v zavislosti od dimenzie priestoru, kde
transformacia pracuje).

Kruznicova inverzia sa vyuCuje vramci syntetickej geometrie na bakalarskom stupni Studia
ucCitelstva matematiky. V ¢lanku uvedieme 3irSie suvislosti a vSeobecnejsi pohlfad na tuto Cast
geometrie.

2 Inverzia

V n-rozmernom euklidovskom priestore (euklidovskom preto, lebo potrebujeme pojem vzdialenosti)
definujeme inverziu nasledovne:

Definicia 1. Transformacia priestoru E"\{O}, ktora priradi kazdému bodu P bod P'=0 + ":_GC';;‘.
sa nazyva inverzia v priestore E"\{O}.
Veta 1. Samodruzné body inverzie v E"\{O} tvoria hypersféru so stredom O a polomerom .

(P—0).r?

-

Dokaz: Pre body P hypersféry so stredom O a polomerom r plati: |P-O|=r. Potom P’ =0 +
teda P’= O+(P-O) =P.

Veta 2. Inverzia je antikonformna transformacia (zachovava velkost uhlov a su€asne meni ich
orientaciu).

Bod O sa nazyva stredom inverzie alebo pélom, kladné ¢&islo r sa nazyva polomerom inverzie.
Na zaklade invariantov sa inverzia nazyva sféricka pre n=3 a kruznicova pre n=2.

Z definicie inverzie bezprostredne vyplyva, ze priamky prechadzajuce bodom O su samodruzné
(nie bodovo). Ak uvazujeme rozSireny priestor doplneny nevlastnymi bodmi, tak méZeme doplnit
kazdu priamku o jej nevlastny bod a ten chapat’ ako ,obraz“ bodu O na tej priamke. Pretoze bod
O mé mat jediny obraz v zobrazeni, doplnime priestor E" o jediny nevlastny bod N a upravime
predchadzajucu definiciu takto:

Definicia 2. Transformacia priestoru E" U{N}, ktora priradi kazdému bodu P=0O, P=N bod

Pr=0+ IxF_G'It‘
|E—0|z

a bodu O bod N navzajom, sa nazyva inverzia v priestore E" U{N}.

Po takomto doplneni nadroviny priestoru E" méZzeme chéapat ako hypersféry prechadzajice bodom
N. Potom plati:
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Veta 3. Inverzia § dana Definiciou 2 zobrazi kazdu hypersféru do hypersféry.
Veta 4. Inverzia § je involutérne zobrazenie.

Dékaz: Pre bod O plati: § § (0O)=3 (N)=0, takisto § § (N)=S$ (O)=N. Pre body rézne od O a N

plati: § 5 (P)= (0 +=27), g0 po prave dava 5 § (P)=0 +

(B—0 | B—0]4
— =P,
4 -0+

Poznamka. Dbkazy viet 2 a 3 neuvadzame, su zovSeobecnenim znamych obdobnych viet pre n =
2, ktoré najdeme napr. v [2].

2.1 Sféricka inverzia

Sféricka inverzia je dana stredom O<E? a kladnym &islom r, ktoré méZeme chapat aj ako polomer
gulovej plochy inverzie so stredom O. Podla Vety 3 sféricka inverzia zobrazi gulové plochy
neprechadzajuce stredom inverzie (pélom) do gulovych pléch neprechadzajucich pdlom, gulové
plochy prechadzajuce polom do rovin neprechadzajucich polom, a roviny prechadzajucich polom
do seba. Z involutérnosti zobrazenia tiez vyplyva, ze obrazom rovin neprechadzajicich pélom je
gulova plocha prechadzajuca pdlom.

Velmi délezitym Specialny pripadom sférickej inverzie je zobrazenie gufovej plochy G s priemerom
r a prechadzajucej polom O. Obrazom takejto gufovej plochy je rovina, ktora sa dotyka gulovej
plochy inverzie a plochy G vich spoloénom dotykovom bode, ktory je jedinym samodruznym
bodom na G. Toto zobrazenie gulovej plochy G na rovinu sa nazyva stereograficka projekcia so
stredom O.

Paul Nylander, bugman123.com

Obr. 1 llustracia stereografickej projekcie prevzata z www.bugman123.com Math Artwork
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2.2 Kruznicova inverzia

Kruznicovu inverziu dostaneme z definicie 1 pre n=2. V rovine mézeme zostrojit obraz bodu PO
v kruznicovej inverzii so stredom O a polomerom r pomocou Euklidovej vety o odvesne aplikovanej
na pravouhly trojuholnik OTP (Obrazok 2; body P a P’ su navzajom inverzné, poradie krokov
konstrukcie trojuholnika OTP sa meni podla toho, ¢i vychadzame z vnutorného alebo vonkajSieho

bodu kruznice inverzie).

Obr. 2 KonStrukcia navzajom inverznych bodov

Ked uz pozname konstrukciu inverznych bodov, mézeme zostrojit aj inverzny obraz mnozin
bodov. Dynamické programy davaju moznost objavovat niektoré vlastnosti kruznicovej inverzie
experimentovanim. Mézeme zostrojit obraz priamky, kruznice, ale aj kvadratickych kriviek bez
vacsej namahy, sledovat dynamicky zmeny tvaru vzoru a inverzného obrazu a tym sa vytvara
lepSia predstava o fungovani inverzie ako keby sme mali moznost' zostrojit len obrazy niekofkych

bodov (Obrazok 3, 4).

Obr. 3 Inverzny obraz elipsy danej ohniskami D, E a bodom F

Pri konStrukcii inverznych obrazov réznych geometrickych utvarov mdézeme vyuzit programy
GeoGebra alebo Euklides, kde konstrukcia inverzného bodu sa nachadza medzi zabudovanymi
funkciami, alebo vytvorit makro pre inverziu podfa obrazku 2 v dynamickom programe, v ktorom
tato moznost zabudovana nie je.
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Obr. 4 Meniaci sa inverzny obraz elipsy vzhladom na jej vzdjomnu polohu s kruZnicou inverzie

Bez dynamického programu by sme mali moznost zobrazit inverzné obrazy rovinnych utvarov len
vyuzitim tzv. Peaucellierovho inverzora. Tento pristroj objaveny vroku 1864 francuzskym
armadnym déstojnikom Charles-Nicolas Peaucellierom (1832-1913) a litovskym rabinom Yom Tov
Lipman Lipkinom (1810-1883, znamy ako Rabbi Israel Lipkin Salanter) je zakladnym
mechanizmom v kinematike, ktoré umozriuje prevod kruhového pohybu na linearny. Samozrejme
dizky ramien obmedzuju dokreslenie Utvarov vo vzdialenosti mensej ako b-a a vaésej ako a+b od
stredu O. Peaucellierov inverzor sa sklada z koso$torca PAP’B so stranami dizky a a dvoch
ramien OA, OB dizky b (Obrazok 5). Ak sa bod P pohybuje po kruznici, jeho obraz P’sa pohybuje
na priamke.

A
Obr. 5 Peaucellierov inverzor s ramenom zabezpecujicom pohyb bodu P po kruznici a jeho nacrt

Z dizok ramien inverzora vyplyva, Ze body O, P, P’ si kolinearne. DokaZeme eSte, Ze P* je

(P—0).r®
|p—02

obrazom bodu P v kruznicovej inverzii s pédlom O. Podla definicie 1 plati P' =0 + , teda

|p—0]r*
|-z

pre dizku vektora P’-O plati |P' — 0| = |, t.j. |OP.JOPJ=r?.
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Vypocitame tento sucin podla nadrtu inverzora na obrazku 5 a zaroven vypocitame polomer
inverzie uréeny diZzkami ramien a a b.

Oznacme pismenom M stred kosostvorca PAP’B, potom plati:
|OP'|.|OP| = (OM[-PM))(OM[+[PM|) = [OM[* - [PMJ* = |OM[* — (IPA* - [MA[*) =

= |OMP — |PAP + (|OAP-|OMP) = |OA]*— |PA]® = b* a2
Dostali sme, Ze Peaucellierov inverzor s ramenami dizky a a b zobrazi body v kruZnicovej inverzii s

polomerom r =+ 5* — a?.

Experimentovanim mézeme vytvorit hypotézu, ze skladanim kruznicovych inverzii vzhfadom na
sustredné kruznice dostaneme podobnost’ (Obrazok 6).

Obr. 6 Obraz elipsy v zloZzenom zobrazeni

Veta 5. Sucin dvoch inverzii s totoznym polom O je rovnolahlost so stredom O.

Dékaz: Podla definicie pre obraz bodu P v kru6nicovej inverzii s polomerom r plati:

Pr=0+ pr__o.;f; , dalej v inverzii s tym istym pdlom ale s polomerom k: P =0 + ::p_—ﬂmf{ .

Vyjadrime bod P*“ pomocou P.

L €t o) Lo
, 0+ Tp—gpz ~ VX (P — 0)r2k? 2
P"=0+ - - —=0+ — = 0+—(P—0).
0 :__P—G:IT" G_ |P_G|:|P_G|_T" e
TP—or - TP-oF

Dostali sme, Ze su€inom dvoch inverzii s totoZnym pélom O a polomermi r a k v tomto poradi je

rovnolahlost so stredom O a koeficientom rovnolahlosti i .
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2.3 Ulohy

1. tloha

Nech je dana kruznica k a v nej kruznica | tak, Ze nemaju spolo¢ny bod. Zostrojme kruznicu k; ,
ktora sa dotyka danych kruznic k a I.

RieSenie. Na kruznici k (alebo na kruznici |) si zvolime bod A, v ktorom sa jej kruznica k; bude
dotykat’. Ulohu vyrie§ime pomocou kruznicovej inverzie s pélom v bode A k. Obrazom kruznice k
bude priamka k™ a obrazom kruZnice | bude kruznica |I". Potom zostrojime priamku k;", ktora bude
inverznym obrazom kruznice k;. Podla poziadaviek ulohy priamka k;" ma vlastnosti zachovavajuce
sa v inverzii, t. j. dotyka sa kruznice |" a je rovnobezna s priamkou k’. Zostrojenim inverzného
obrazu priamky k;" dostaneme hfadanu kruzZnicu k;. Na obrazku 7 vidime vysledok konstrukcie
pomocou programu GeoGebra. Riedenim su kruznice k; a k.

Obr. 7 Dotykové kruZznice prechadzajiuce bodom A

2. Ku kruzniciam ki, | dokreslime kruznice, ktoré sa ich dotykaju zvonka a kruznice k sa dotykaju
Z vnutra.

Tato uloha je typicka Apoléniova uUloha, kde sa pozaduje zostrojenie dotykovej kruznice k trom
danym kruzniciam. Postup rieSenia sa nachadza napr. v [2]. Na obrazku 8a je znazorneny
vysledok konstrukcie pomocou programu GeoGebra. Na obrazku 8b vidime, ze vzajomna poloha
kruznic sa nemeni, ak sa bod A v dynamickom programe presuva po kruznici k.

Ak pokracujeme v zaCatom procese konstrukcie retazca vnutornych dotykovych kruznic ku kruznici
k, ktoré maju s | vonkajSi dotyk, nakoniec dostaneme kruznicu, ktord uzatvara kruh dotykovych
kruznic tak, Ze sa pretina s uz existujucou spolo¢nou dotykovou kruznicou kruznic k a | alebo sa jej
tiez dotyka. Takato konfiguracia kruznic sa nazyva Steinerov retazec.
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Obr. 8 a, b Dotykové kruznice v kruznici k

Pohybom bodu A po kruznici k vdynamickom programe GeoGebra si sami mbézeme vytvorit
hypotézu, ktora je znama ako Steinerova porisma (alebo Steinerovo tvrdenie):

Ak pre jednu polohu bodu A na kruznici k dostaneme retazec vzajomne sa dotykajucich kruznic
okolo kruznice |, tak to plati pre vSetky polohy bodu A na kruznici k.

K dbkazu tohto tvrdenia zase pouZijeme kruznicovu inverziu, konkrétne tu jej vlastnost, Ze
lubovolné 2 nepretinajuce sa kruznice, z ktorych jedna je vo vnutri druhej, sa daju inverziou
previest do sustrednych kruznic. Pre sustredné kruznice je potom Steinerovo tvrdenie trivialne.

3 Zaver

Na ilustraciu Steinerovho tvrdenia a jej d6kazu sa daju pripravit aj pekné animacie v réznych
dynamickych programoch, ako priklad uvadzame

http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/SteinerPorism.shtml
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