Rekurzia - efektivhy nastroj na riesenie
specifickych matematickych problémov

Recursion - an effective tool for solving particular
mathematical problems

Abstract

Key point while introducing computers to the process of education, is to identify the appropriate
topics to do this. This and also the way specific usage of computers, is primary the teachers
responsibility. This article presents one way, how to motivate the students by showing them the
symbiosis between mathematics and computer science in the process of solving the recurrent
mathematical problems.
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1 Uvod

Pozicia po€itaov a pocitatovych technoldgii v edukacii sa za poslednych 10 rokov vyrazne
zmenila. Kym na zacCiatku stali v centre zaujmu pedagogickej verejnosti samotné pocitate so
svojim potencialom, dnes ich viac vnimame ako medziodborovy nastroj integrujici a prenikajuci
vSetky oblasti nasho zivota. Kym eSte nedavno sme hovorili o informatizacii Skl (v zmysle
zabezpeCovania potrebnej vypoctovej techniky a softvérového vybavenia), dnes sa uz viac hovori
o informatizacii separatnych predmetov v zmysle kontinualneho pouzivania pocitaCovych
technolégii ako prostriedku, asistenta &i partnera pri ich vyu€ovani. NajmarkantnejSou je
kolaboracia a symbidza pocitacovych technolégii prave s matematikou.

Na jednej strane tu mame stroj, ktory rychlo a presne  vykonava komplikované vypocty, na
strane druhej stoji vZdy matematik, ktory prichddza s myslienkou, principom, algoritmom. V
neposlednom rade je tu informatik, ktory ideu & napad matematika adekvatne prelozi do jazyka
pocitaCa a nauci ho realizovat’ potrebné vypocty.

Informatizacia vyuC€ovania matematiky je ovplyvnena vo velkej miere schopnostou ucitela
identifikovat a postihnat spravny moment na zapojenie a pouzitie poc¢itatovych technolégii pri
rieSeni matematickych problémov. Musi vediet spravne rozlisit, ktoré témy je vhodné vyucovat
s podporou IKT, kedy vyuZit moznost vykonat rychlo rutinné a zdihavé vypoéty &i preciznu
vizualizaciu matematickych  pojmov pomocou pocitaca, kedy realizovat precvi¢ovanie
a upeviovanie uciva prostrednictvom pocitacovych technolégii.

V tomto ¢lanku chceme naznadit ako mézeme motivovat Studentov pri vyu€ovani matematiky aj
tym, ze im priblizime vzajomnu symbiézu matematiky a informatiky pri rieSeni matematickych
rekurentnych problémov. Akcentujeme reciprocné spojenie informatického a matematického
vzdeldvania a predstavime Studentom podstatu realizacie vypoctu druhej a vy8Sej odmocniny
racionalneho d&isla pomocou Herdénovej metédy; t. j. odpovieme im na otazku ako vlastne
vykonava tieto vypocty poditac.

2 Ako pocita pocitac?

Oblast rieSenia réznych rekurentnych matematickych problémov je spolo¢nou platformou
matematiky a informatiky. Pri rekurentnych predpisoch v matematike urCujeme neznamu veli€inu
pomocou uz znamych predchadzajucich veliin a pevne stanovenej formuly. Majoritna vacsina
operacii (vypoctov) v pocitali je realizovana bud rekurzivnymi alebo iteranymi aproximacnymi
algoritmami, ktorych princip vychadza z numerickych a pribliznych matematickych metdd. Inak
tomu nie je ani pri realizacii vypoctu druhej, tretej alebo vyS§3ej odmocniny disla.

Navrhovany scenar vyuCovacej hodiny umozni Studentom aktivne participovat pri odhalovani
metody, ktoru vyuzivaju pocCitaCe pri vypocte druhej odmocniny z kladného racionalneho Cisla.
(Uvadzana metoda nie je jedinou znamou numerickou metédou pre vypocet odmocniny z Cisla,
znamejSou je Newton-Rapsonova metéda tiez vyuzivana pri realizacii roznych vypocltov v
pocitaci). Studenti tak dostani odpoved na otazku: ako to vlastne vypoéita poéitad. Ako ugitelia
matematiky sme Casto atakovany prave otazkami Studentov typu: naco sa to mame ucit, ked
to uz dokaze za nas urobit pocita¢. Ukazat Ziakom, na akom matematickom principe pocitac
vykonava niektoré vypolty mdze byt pre Studentov velmi inSpirujice a motivujuce.
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Vypocet druhej, tretej & n —tej odmocniny €isla dnes Studenti najCastejSie realizuju pomocou
kalkulacky alebo poc€itata, pouzitim napriklad funkcii SQRT() alebo POWER(). V ¢lanku
predstavime jeden z najstarSich algoritmov tzv. Babylonsky (alebo tiez nazyvany Herénov
algoritmus), pre vypoCet druhej odmocniny c&isla. Nasim nastrojom a asistentom z oblasti IKT
bude tabulkovy procesor MS Excel, ktory je idedlnym prostriedkom pre vytvaranie adekvatnych
numerickych, dynamickych a flexibilnych modelov matematickych pojmov.

Postup nasledne zovseobecnime aj pre vypocet vysSich odmocnin Cisla.

2.1 Heronov algoritmus

Najskér vysvetlime podstatu Herénovho algoritmu, znameho uz zo staroveku, ktory ma dodnes
obrovsky prakticky vyznam. Umoznime Studentom vniknat do filozofie algoritmu a nasledne
realizujeme aktivitu zameranu na odhalenie algoritmu pre vySSie odmocniny z Cisla a.

Ideu algoritmu mézeme geometricky interpretovat takto: Ulohu vypoéitat druhi odmocninu
z kladného Cisla a mbzeme vnimat ako problém najst velkost strany Stvorca x, ktorého
obsah sa rovna Cislu a. vid obr.1.

afx

Obr.1:Graficka interpretacia myslienky Herénovho algoritmu

Dané je kladné cislo a. Zaneme vyberom Tfubovolného kladného €isla x, ktoré povazujeme za
pociato¢né priblizenie (hruby odhad) druhej odmocniny Cisla a. Ak je hruby odhad &isla x mensi
ako hladana presna hodnota Va kons$truujeme obdiznik s diZkou strany x a obsahom a, potom
dizka jeho druhej strany a/x bude vaésia ako hfadana hodnota Va. Ak je naopak zvoleny hruby
odhad Cisla x vacsi ako presna hodnotu druhej odmocniny z Cisla a, potom bude hodnota a/x
mens$ia ako hladana hodnota Ya. MbéZeme preto za dalsie priblizenie - novd hodnotu x zobrat
aritmeticky priemer hodnét x a a/x. Algoritmus zapiSeme takto.

1. ZaCneme vyberom fubovolnej kladnej pociato¢nu hodnoty X, (€im blizSie k skutoCnej
hodnote druhej odmocniny Cisla a tym lepSie).

2. Nech X,:1 je hodnota aritmetického priemeru Cisel x, a a/X,.

3. Opakujeme krok 2, kym nedosiahneme pozadovanti presnost korefia Va.
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Rekurentna formula pre vypocet druhej odmocniny z Cisla a ma potom tvar

X 1 X+
n+l 2 n Xn ! (1)
Ja=limx,

Poznamka. Ak je X, prili§ vzdialené od hodnoty Ya, potom postupnost priblizeni {x,} konverguje
velmi pomaly. Efektivne je preto volit hruby pociatoény odhad x, odmocniny Va takto:

Ak a > 1, D je pocet cifier Cisla a nalavo od desatinnej Ciarky. Ak a < 1, D je pocet cifier €isla a
napravo od desatinnej Ciarky. Potom

D je neparne D = 2n+1 a x, = Ya = 2.10"

D je parne D =2nax, = Ya~6.10"

2.2 Realizacia Herénovho algoritmu v MS Exceli

MS Excel je vhodnym nastrojom pre vytvaranie a realizaciu réznych rekurzivnych algoritmov a
dynamickych modelov matematickych pojmov. Tabulky v Exceli sa automaticky aktualizuju po
kazdej zmene fubovolnej vstupnej hodnoty. Tato ich flexibilita umoznuje modifikovat rieSené
ulohy a vytvarat bez problémov velké mnozstvo konkrétnych modelov matematickych pojmov.

Prehladna, vkusnd, esteticka uprava tabuliek a vyuZitie rozmanitych grafov prispieva k lepSej
vizualizacii a zrozumitelnosti vykladu. MS .Excel ma tiez zabudované velké mnozstvo
matematickych, logickych a $tatistickych funkcii. Studenti mézu aktivne vytvarat (nie len pasivne
vyuzivat), testovat’ a doladovat rézne algoritmy, osvojovat’ si poznatky prostrednictvom c&innosti,
rozvijat operativne a algoritmické myslenie.

Pri realizacii prezentovanej aktivity odporu€ame vyuZit problémovu vyu€ovaciu metodu -
Studenti navrhuju  Struktdru rekurentnej formuly, priCom je mozna okamzitd spatna vazba,
prezentacia vysledkov  pomocou dataprojektora, rozvijanie heuristickej besedy. Pocitacové
technolégie  poskytuju rychlo a flexibilne potrebné vysledky inak pomerne komplikovanych
vypoétov. Studentom tak zostava viac priestoru na to najpodstatnejie: reflexivnu analyzu
ziskanych vysledkov, kreovanie novych napadov.

Realizacia Herénovho algoritmu v MS Exceli spociva v nasledujucom.
Do bunky C1 zapiSeme kladné Cislo a, ktorého druht odmocninu chceme vypocitat.

Do bunky B1 mézZeme vilozit vhodny komentar. PoCiatoCnu hodnotu druhej odmocniny Cisla a
(hruby odhad, prvé pribliZzenie) vpiSme do bunky A1.

Do bunky A2 vkladame formulu (1) pre vypocet druhej odmocniny Cisla a v tvare =(Al+a/Al)2.
Formulu treba skopirovat smerom nadol v stipci buniek A poéntic od bunky A3 povedzme po
A15. Pri kopirovani smerom dolu sa riadkové indexy Al modifikuju.

Obrazok 2 reprezentuje realizaciu algoritmu Heréna v MS Exceli pre a =5
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Obr.2: Realizacia Herénovho algoritmu pre a = 5 v MS Exceli

Registrujeme ako pomerne rychlo konverguje postupnost priblizeni k hodnote V5 = 2,236068

2.3 Vypocet tretej a vyssej odmocniny z cdisla rekurentnou

metodou

Rekurentnd metdédu postupnych priblizeni vychadzajucu z myslienky Heréna mézZeme pouzit aj

pre vypocet tretej, Stvrtej €i n-tej odmocniny (n € N) z ¢isla a. Sta¢i ak uvedeny princip
zovSeobecnime a realizujeme so zretelom na stupefi odmocniny.

Vypodet tretej odmocniny &isla a interpretujeme geometricky ako problém uréit dizku hrany
kocky x, ktorej objem sarovna Cislu a; vid obrazok 3.

a/x?

X

Obr.3: Graficka interpretacia formuly (2)

Proces vypoCtu zaneme opat vyberom vhodnej pociatoCnej aproximacie X, tretej odmocniny
Cisla a. Rekurentna formula bude mat’ potom tvar (uvazujeme analogicky ako v predchadzajucom)

X, =(2x + )?2)/3 (2)

n

V Excelovskom zoSite vytvorime tabulku pre vypocet tretej odmocniny &isla a s vyuzitim formuly
(2) obdobne ako pri vypodte Ya a ziskame napriklad tieto vysledky pre a = 38
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Obr.4: Vypocet tretej odmocniny z ¢isla 38 pomocou formuly (2)

Pri hladani vySSie uvedenej formuly (2) vyuzijeme opéat problémovu metddu, heuristicku besedu,
spolo¢né analyzovanie a verifikaciu proponovanych navrhov. V tabulkovom procesore MS Exceli
vytvorime tabulku, v ktorej bude mozné empiricky porovnavat navrhy Studentov, vysledky
ziskané vypoctom podla navrhovanych formul a identifikovat spravne rieSenie.

NajatraktivnejSou €astou aktivity méze byt vyuZite poznatkov z predchadzajucich cvieni aich
zovSeobecnenie pre vypocet piatej odmocniny ¢€isla a. Odporu¢ame preto rieSit nasledujucu ulohu.

Uloha. Navrhnite metédu rychleho vypoétu piatej odmocniny &isla a. Otestujte efektivitu tejto
metddy pomocou tabulkového procesora MS Excelu.

Riesenie. Hladana rekurentna formula bude mat tvar

Xous = (4%, + )15 ®
X

n

Realizaciou rekurzivneho algoritmu vytvoreného podfa formuly (3) v MS Exceli pre a = 32
dospejeme pomerne rychlo krieSeniu vid obr.4. Testovanim réznych vstupnych hodnét
zistujeme, ze formulu (3) méZzeme pouzit uspesSne pre vypoCet piatej odmocniny z fubovolného
racionalneho Cisla.

A B c D E F
1 20[a = | 32
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Obr.5: Vypocet piatej odmocniny ¢isla 32 s vyuzitim rekurentnej formuly (3)
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3 Zaver

Existuje vela ciest ako vyuZivat pocitaové technolégie pri vyuCovani matematiky, dobré aj zlé.
Zlé, alebo lepSie povedané nevhodné pristupy Casto prichadzaju od technickych nad3encov
z radov ucitelov, ktori pouzivaju pocitaCové technologie uz len preto, ze existuju, a ze je teda
mozné ich istym spdsobom pouzit. Ak siahame pri vyuCovani matematiky po pocitacovych
technolégiach mal by nam byt vzdy predtym jasny  pedagogicky ciel, ktory tym sledujeme.
NajvhodnejSie je, ak sa stanu takym nastrojom a asistentom vo vyu€ovacom procese, vdaka
ktorému mdézeme na hodine matematiky vykonavat menej rutinnych a stereotypnych operacii ale
zato viac priestoru zostane pre precizne zdbdvodriovanie a odhalovanie podstaty
matematickych pojmov. O tom, Ze matematika a informatika su ako dve spojené nadoby uz
dnes nikto nepochybuje. Existenciu jednej bez druhej si uz nevieme ani predstavit. Je len na nas,
ako dokazeme vyuzit tuto ich vzajomnu symbidzu pre skvalitnenie a zatraktivnenie vyuc€ovania
matematiky.
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