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Abstract

We present, in first, some fundamental properties and theorems on convex polyhedra and their nets.
The main goal is presenting some ideas how to solve non-standard tasks on nets convex polyhedra
by implementation of the ICT using dynamic geometric program Cabri 3D. There are solved two tasks
using Cabri 3D and they are complemented with two tasks for homework.
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1 Uvod

V sucCasnosti, v dbsledku intenzivneho pouzivania pocitaCov mozno vidiet, Zze sa vyznam
geometrického modelovania, tvorby ,hmatatelnych® modelov celkom nedocenuje. Napriek tomu,
ze didaktické geometrické programy vyuzivané pri vyuCbe stereometrie, ako napr. uz znamy
dynamicky interaktivny program Cabri 3D (pozri aj [4], [5]), sa postupne stavaju nevyhnutnymi
podpornymi prostriedkami vnasajucimi do vyuCby geometrie dynamickost, interaktivnost a
virtualnu realitu, su tu dva Cinitele, ktoré hovoria stale v prospech ,klasickych® modelov. Po prvé,
obrazovka pocitaCa nenahradi hmatova skusenost’ Ziakov, o je délezité hlavne na zakladnej
Skole, t. j. moznost uchopenia modelu a ruénej manipulacie s nim, teda skusenost. Po druhé, ¢o
je mozno este dblezitejSie ako pouzivanie hotovych modelov, je ich vlastné vytvaranie - viastny
zazitok. Z diaktického hladiska manipulacia s hotovymi modelmi by mala predchadzat ich vlastnej
tvorbe a potom by mala nasledovat praca s virtualnymi modelmi.

Medzi standardné stereometrické tlohy pre ziakov zakladnej Skoly aj pre Studentov strednej Skoly
patria urcite ulohy na zostrojovanie sieti a modelov konvexnych hranolov aihlanov. Tvorba
modelov (z ktorych najrozSirenejSie su zrejme papierové) je prirodzenou sucastou, ktora vhodnym
spdsobom motivuje, precviCuje presnost, vyzaduje rieSenie planimetrickych uloh, rozvija
priestorovu predstavivost, konstrukéné myslenie a napokon, pomaha spravne pochopit’ ucivo
o hraniciach a povrchoch telies.

Hlavnym cielom ¢€lanku je ukazat prostrednictvom rieSenia vybranych nestandardnych uloh
o sietach konvexnych mnohostenov, obratenych k Standardnym udloham (tykajucich sa
zostrojovania sieti k danym konvexnym mnohostenom), ze do uciva stredoskolskej stereometrie
mozno zaradit bez obav aj takéto ulohy. Ide v nich o zistovanie a rozhodnutie, €éi dany
mnohouholnik, resp. zoskupenie mnohouholnikov v rovine je sietou nejakého konvexného
mnohostena a ak ano, tak aj vytvorenie jeho papierového modelu. A pre¢o prave mnohostenov?
Pociatky samotnej tedrie mnohostenov siahaju totiz k poc€iatkom geometrickych poznatkov vébec.
Prirodné krystaly, schranky morskych Zivolichov a mnohé virusy maju tvar pravidelnych
(konvexnych) mnohostenov, existuju stavby v tvare mnohostenov (resp. ich €asti), futbalova lopta
je tiez konvexny mnohosten, atd.

Sucastou rieSenia uloh o sietach konvexnych mnohostenov by malo byt ich zobrazenie v rovine.
Zostrojit obraz lubovolného konvexného mnohostena nemusi byt v8ak vbébec jednoduché a
nazorné alebo dana uroven poznatkov nestai na ich zobrazenie v rovine. Tu sa ukazuje ako velmi
uzito€ny podporny prostriedok prave didakticky program Cabri 3D.

RieSenie uloh, najma nestandardnych a s podporou Cabri 3D, pomaha budovat a rozvijat
geometrické predstavy a geometrické myslenie ziakov, resp. Studentov: geometricku terminolégiu,
priestorovi a geometricki predstavivost, matematicky jazyk, kritické myslenie, samostatnost,
schopnost’ vidiet' suvislosti, objavovanie atd., ¢o vedie k tvorbe a budovaniu vlastného systému
poznatkov a vedomosti. To znamena, realizovat’ konstruktivisticky pristup k rieSeniu uloh.

VSetky obrazky su vytvorené pomocou programu Cabri 3D. Pre virtudlny nahlfad na prislusné
objekty a manipulaciu s nimi je potrebné mat nainstalovanu pind, prip. trial alebo aspori demo
verziu programu. Po kliknuti na prislusny odkaz sa otvori vykres v Cabri 3D s virtualnym objektom.
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2 Mnohosteny a ich siete

Najskdr pripomenieme pojem mnohostena, jeho uréujuce prvky, zakladné vlastnosti a pojem siete
mnohostena, pricom z dékazov uvedieme len niektoré, pripadne odkazeme Citatela na prislusnu
literaturu (dékazy nie su teraz predmetom nasho zaujmu). Hlavnu pozornost budeme venovat
konvexnym mnohostenom aich sietam. Uvedieme len najnutnejSie vlastnosti potrebné k
vyrieSeniu uloh uvedenych v kapitole 3 o neStandarnych ulohach.

Mnohosten je teleso, ktorého hranica je zjednotenim takych mnohouholnikov, ze strana kazdého
Z nich je zaroven stranou susedného mnohouholnika a ziadne dva susedné mnohouholniky
neleZia v jednej rovine (a Ziadne dve nesusedné sa nepretinaju) [3]. Hrani€né mnohouholniky sa
nazyvaju steny, ich strany su hrany aich vrcholy su vrcholy mnohostena. Vnuatorné uhly stien
hrani¢nych mnohouholnikov (uhly hran) s tym istym spolo&nym vrcholom sa nazyvaju hranové uhly
prisluchajuce danému vrcholu.

P o zn a m ka. Pojem mnohouholnika, a teda aj jeho vlastnosti povazujeme za zname. Pojem telea
chapeme intuitivne a dalej sa budeme zaoberat len mnohostenmi. Susedné mnohouholniky mnohostena su
tie, ktoré maju spolo&nu stranu, susedné vrcholy mnohostena su krajné body jeho hran.

Je zrejmé, Ze kazdy vrchol mnohostena je spoloény pre ten isty poCet hran aj stien, kazda hrana
je spoloCna prave pre dve steny.

Ak ma mnohosten prave s stien, h hran a v vrcholov, mézeme hovorit (v stereometrii) 0 s-stene
(podobne ako v planimetrii 0 n-uholniku). Zakladné vztahy medzi parametrami s, h, v su vyjadrené
nasledujucimi nerovnostami.

Tvrdenie 1 ([1, Uloha 3.5.1, str. 39 a 40]). Pre lubovolny mnohosten plati 3v < 2h, resp. 3s < 2h.
D oka z e m e prva Cast tvrdenia (druhu Cast si mdze analogicky Citatel dokazat' sam). Kazdy
vrchol mnohostena je spoloénym vrcholom aspori troch hran a kazda hrana ma prave dva vrcholy.

3v
Teda plati > <h, z ¢oho hned vyplyva nerovnost 3v < 2h.

Vediet vytvorit papierovy model konvexného mnohostena predpoklada poznat potrebné
vlastnosti daného mnohostena, jeho siete a vediet zostrojit’ siet’.

Siet’ mnohostena je mnohouholnik (vo vdeobecnosti nekonvexny - ktory nie je konvexny), ktory je
zjednotenim mnohouholnikov zhodnych so stenami mnohostena, rozlozenych v rovine tak, ze ich
opatovnym zloZzenim dostaneme hranicu mnohostena. Dotykajuce sa hranicné mnohouholniky
maju spolo¢nu celu stranu.

Rozlozit hranicu mnohostena do roviny je mozné viacerymi spésobmi, ale len niektoré z nich budu
jeho sietami, a teda vhodnymi na vytvorenie (papierového) modelu.

Zostrojenie modelu mnohostena ma dva zakladné kroky:
e zostrojenie siete mnohostena,
e vhodné umiestnenie zaloziek na zlepenie.

Délezitou vlastnostou je, Ze ku kazdému mnohostenu mézeme zostrojit’ vzdy jeho siet’. Inymi
slovami, ku kazdému mnohostenu existuje siet. Nasledujuci obrdzok 1lab ilustruje dve ukazky
mnohostenov a ich sieti.
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Obr.1 a)b) Ukazky dvoch mnohostenov a ich sieti

2.1 Konvexné mnohosteny a ich siete

Konvexny mnohosten bude zrejme taky mnohosten, ktory je konvexnym (priestorovym) utvarom.
Mozno ho vytvorit ako prienik koneéného pocétu urcitych polpriestorov. Désledkom je, zZe
mnohosten je konvexny, ak lezi vzdy prave v jednom z polpriestorov s hrani¢nou rovinou jeho
steny a plati to pre kazdu stenu (obr. 2).

Obr. 2 Ukazka konvexného mnohostena
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Konvexnost’ mnohostena mozno charakterizovat aj pomocou hranovych uhloch prislichajucich
k jednému vrcholu, presnejSie pomocou sucétu ich velkosti. Tato vlastnost bude uzZitoéna aj pri
zistovani, ¢i k danému zoskupeniu mnohouholnikov (k danej sieti) existuje konvexny mnohosten.

Tvrdenie 3 ([1, str. 39]). V konvexnom mnohostene je suc€et hranovych uhlov prisluchajucich
k jednému vrcholu vzdy menSi nez plny uhol. Inymi slovami, su€et velkosti hranovych uhlov pri
jednom vrchole je vzdy mensi nez 360°. (Uloha: Po klikniti na odkaz n&jdite na sieti vrchol A.)

Pre Stvorsten, najjednoduchs$i konvexny mnohosten (vetky steny su trojuholniky), navyse plati.

Tvrdenie 4 ([1, Uloha 3.1.5, str. 25]). Stget fubovolnych dvoch hranovych uhlov prislichajicich
lubovolnému vrcholu kazdého Stvorstena je vacsi ako treti hranovy uhol s tym istym vrcholom.
D 6 k a z moze &itatel najst v [2, str. 27]. (Uloha: Uréte na sieti vSetky vrcholy A, B, C, D.)

Medzi poctom stien, hran a vrcholov konvexného mnohostena plati dolezity vztah (znamy asi
dvetisic rokov), ktory dostal pomenovanie po matematikovi, ktory ho dokazal.

Eulerova veta o mnohostenoch
Veta 1 ([1, str. 54] ). Pre kazdy konvexny mnohosten, ktory ma s stien, h hran a v vrcholov, plati
rovnost (Eulerov vztah)

s+v=h+2, resp. s+v—h=2|

Poznamka. L. P. Euler (zl v rokoch 1707-1783 n.l.) bol $vaj¢iarsky matematik a fyzik, ktory ale vda¢8inu Zivota
prezil v Rusku a Nemecku. Povazuje sa za popredného matematika 18. storocia a jedného z najvacésich matematikov
vSetkych ¢ias. Okrem inych oblasti matematiky ma zasluhu aj na rozvoji teérie grafov (s ¢im suvisi aj jeho veta).

Mnohosteny, pre ktoré plati Eulerova veta, sa nazyvaju eulerovské mnohosteny. Je zrejmé, Ze
kazdy konvexny mnohosten je eulerovsky. Existuju vSak aj nekonvexné mnohosteny, pre ktoré
plati Eulerov vztah (jeden taky nekonvexny mnohosten mozno ziskat' napr. z kocky).

Zakladné pravidlo pre tvorbu siete konvexného mnohostena je jednoduché: Kazdy vrchol
konvexného mnohostena je spoloénym bodom jeho p stien a p hran. Orientacia vSetkych stien
telesa (pri pohlade ,zvonka“, resp. ,zvnutra®) musi byt ta ista (v sulade s pohybom, resp. proti
pohybu hodinovych ruciciek) (obr. 3a).

D
E
A
D
C
B
E
D
Obr. 3 a) Siet’ Seststena so zaloZzkami, b) Seststen
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Pri tvorbe sieti mnohostenov je praktické oznacit vrcholy stenovych mnohouholnikov (pre kontrolu)
na mnohostene aj na sieti a zalozky treba umiestnit tak, aby pozdiz kazdej zlepovanej hrany bola
najviac jedna (obr. 3ab). Hrany, ktoré spajame, ratame iba raz.

Standardné zakladné ulohy o sietach konvexnych mnohostenov su tlohy na tvorbu (zostrojenie)
siete (prip. sieti) k danému mnohostenu (a potom tvorba modelu). Z didaktikcého hfadiska
povazujeme za hodnotnejSie uUlohy obratené: k danému zoskupeniu mnohouholnikov, resp.
k jeho hranici zostrojit’, ak existuje, konvexny mnohosten. Vznika tak otazka, ako zistit, Ci
k danému zoskupeniu existuje konvexny mnohosten, pre ktory je zoskupenie sietou.

Odpoved dava nasledujuca vyynamna veta pomenovana opat po jej autorovi. Veta ma nielen
teoreticky, ale hlavne prakticky vyznam pri rieSeni rdznych dloh o mnohostenoch.

Alexandrovova veta
Veta 2 (Znenie je upravené podla [2, str.56, Veta 4.2]). Dané zoskupenie mnohouholnikov je
sietou konvexného mnohostena prave vtedy, ked plati:
1. Eulerov vztah (s+Vv =h+2) pre dané zoskupenie,
2. Ze sucet hranovych uhlov pri kazdom vrchole je mensi ako 360°.
D 6 k az si mdze Citatel pozriet v [2, str.56]).

Désledkom vety je skutoCnost, Ze k danej sieti existuje prave jeden konvexny mnohosten
(presnejsie prave jeden typ a ziaden iny typ mnohostena s danou hranicou neexistuje, pricom
v ramci typu mbze existovat' nekonecne vela mnohostenov).

Poznamka A. D. Alexandrov (1912-1999) bol rusky matematik, ktory dlhé roky zil a pracoval
v Leningrade, vr. 1951 dostal cenu Lobacdevského za vysledky v geometrii (v r. 1952-1964 bol rektorom
Leningradskej univerzity).

3 Ukazky nestandardnych idloh

Pri rieSeni nestandardnych uloh méze nastat, Ze dané zoskupenie mnohouholnikov sice spifia
podmienky Alexandrovovej vety, ateda je sietou nejakého konvexného mnohostena, ale je
naro¢né klasickym spdsobom zobrazit mnohosten do roviny. V pripade jednoduch$ej siete (a teda
aj mnohostena), je mozné po dokazani, Ze k danej sieti existuje konvexny mnohosten, zostrojenie
jeho papierového modelu priamo na vyu€ovacej hodine. Pretoze jednym z cielov ¢lanku je ukazat
aj vyuzitie programu Cabri 3D pri hladani konvexného mnohostena k danej sieti, teda zostrojit
virtualny model a manipulovat’ s nim, vybrali sme ako ukazku ulohy, kde realizacia tohto ciefa je
nielen mozna, ale aj pomerne jednoduchd, lebo dané zoskupenia mnohouholnikov su zname
zakladné rovinné utvary zo Skolskej geometrie a maju zname vlastnosti. Nasledujuce dve rieSené a
dve nerieSené nestandardné ulohy o sietach konvexnych mnohotenov su problémoveé ulohy
vhodné na individudlne aj skupinové rieSenie a mézu sluzit aj ako motivacné ulohy.

Pri rieSenych ulohach uvedenych v ¢lanku aplikujeme vySSie uvedeny pristup, teda najprv zistime
(deduktivne), & dané zoskupenia mnohouholnikov su sietami, a potom vybrany mnohosten
zostrojime virtualne v Cabri 3D alebo ukazeme, Ze sa neda zostrojit.

Mozno postupovat aj tak, Zze k danej sieti (v tvare zakladného geometrickéo Utvaru) sa Studenti
pokusia najprv zostrojit v Cabri 3D konvexny mnohosten, potom vyslovit hypotézu o jeho existencii
k danej sieti a hypotézu dokazat. Tento pristup mdze mat na Studentov vacsi motivacny ucinok.
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3.1 Dve riesené ulohy s podporou Cabri 3D

Uloha 1 [2, str. 105, Uloha 9.1.2]. Zistite vSetky prirodzené &isla n, pre ktoré existuje $tvorsten,
ktorého siet je pravidelny n-uholnik.

RieSenie (podla [2, str. 106]). Vo vSeobecnosti je siet lTubovolného Stvorstena Sestuholnik
(konvexny alebo nekonvexny) a siet ma 9 hran (tri hrany lezia v Sestuholniku). Pri rozvinuti do
roviny vSak mozu dve hrany so spoloénym vrcholom lezat' na jednej priamke. Tym sa pocet stran
Sestuholnika sa redukuje na n = 3, 4 alebo 5 a prisluSna siet ma tvar rovnostranného trojuholnika,
Stvorca alebo pravidelného patuholnika. Vyuzitim vlastnosti Stvorstena o hranovych uhloch
(Tvrdenie 4) sa presvedCime, Ze vo vSetkych troch pripadoch su uvedené pravidelné
n-uholniky sietami a teda Stvorsten s takou sietou existuje.

D C A c C
D
C
B E D B
D
D A D D C
A

Obr. 5 KonStrukcia Stvorstena ABDC v Cabri 3D nad Stvorcovou sietou (n = 4)
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Postup pre zostrojenie Stvorstena v Cabri 3D opisovat nebudeme, princip je ten isty pre vSetky tri
hodnoty n. Podstatou je ziskat’ prave jeden prieseénik troch kruznic ako Stvrty vrchol prislusného
Stvorstena (obr. 5, pre n = 4 je to bod C). Analogicky sa postupuje aj v nasledujucej ulohe, kde
vSak priesecnik ziadnych dvoch zo Styroch kruznic neexistuje (obr. 7), teda ani vrchol V.

Uloha 2 [2, str. 112, Uloha 9.2.1]. Zistite, & pravidelné $estuholniky na obr. 6abc su sietami
konvexnych pat'stenov.
RieSenie (podla[2, str. 112]). Treba overit obdve podmienky Alexandrovovej vety.

a) Sestuholnik nie je sietou, pretoZe vo vrchole E (aj F) nie je splnena 2. podmienka vety
0 sucte hranovych uhlov. Ich sucet je plny uhol, teda ma velkost 360° (obr. 6a).

b) Sestuholnik nie je sietou, pretoZe vo vrchole V nie je splnena 2. podmienka vety o suéte
hranovych uhlov. Ich sucet ma velkost 480° (obr. 6b).

c) Sestuholnik nie je sietou z tych istych dévodov ako v bode b) (obr. 6c).

E F vV B \V D Vv

A B D

E F Vv A \Vj B V

Obr. 6 a) b) ¢) Ukazky zoskupeni mnohouholnikov, ktoré nie su sietami konvexnych pétstenov

Obr. 7 Ukazka, Ze pétsteny sa nedaju zostrojit - pre pripad z obr. 6b.
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3.2 Dve neriesené ulohy

C1. [2, str. 105, Uloha 9.1.1]. Rozhodnite, &i existuje taky Stvorsten, Ze jeho niektora siet je dany
rovnoramenny trojuholnik (vhodne rozdeleny dalSimi usekami, ktoré su na telese hranami).

C2. [2, str. 105, Uloha 9.1.6]. Najdite vSetky Stvorsteny, ktorych niektora siet je rovnobeznik
s danymi diZzkami stran a = 10 cm, b = 6 cm a jednym vnatornym uhlom s velkostou 45°.

4 Zaver

V €lanku sme chceli naznadit, Ze zaradenie témy konvexnych mnohostenov a ich sieti s dérazom
na neStandardné ulohy, do uliva stereometrie je opodstatnené - zabranime tym stereotypu
(obohatime obsah uciva) a zvySime motivaciu. Vyuzitie Cabri 3D pri rieSeni posuva cinnost
Studentov do najnaroénejSej etapy - tvorby virtualnych modelov a manipulacie s nimi. Vyzaduje to
od Studentov tvorivy pristup, poznatky z planimetrie a sterometrie (vratane priestorovej
predstavivosti), logické myslenie, hladanie suvislosti a objavovanie. To vSetko su atributy, ktoré
rozvijaju samostatnost Studentov, buduju a upevruju ich geometrické predstavy, schopnost
geometricky mysliet, teda pestuju konstruktivisticky pristup k rieSeniu problémov.
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