Zobrazenia hranolov a antihranolov pomocou
softvéru Poly

The transformation of prisms and antiprisms through
the software Poly

Abstract

The teaching of knowledge about solid geometry is considered as a difficult topic of school geometry.
This is due to several factors. The didactical approach of the teacher, that provides the subject matter
to the students, can be considered as one of the significant factors. The presented didactical
elaboration of the subject matter about prisms and antiprisms is using the educational software Poly.
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Potencial prostredia IKT v Skolskej matematike

1 Uvod

Z pedagogickej praxe, ale aj z réznych vyskumov vyplyva, Ze zatial ¢o aritmeticke, pripadne
algebrickeé ucivo si Ziaci na zakladnych i strednych Skolach osvoja v predpisanom rozsahu takmer
spolahlivo, s nastupom geometrického uciva nastava u niektorych ziakov ,kriza“. Tato skutocnost
by sa mohla javit ako nepochopitelna, vzhfadom k tomu, ze prave geometria bola, uz od antickych
Cias, v 8kolach réznych urovni silne zastupena a zdalo by sa, Ze aj didaktické postupy vyucby
geometrie su uz histériou spofahlivo preverené. O pri€inach tohto javu sa Citatel moéze dozvediet
v odporuc¢anych statiach a pravdepodobne ani tam nenajde spolahlivi a Uplnd odpoved. Preto za
ciel vtomto prispevku si zvolme zamer ukazat moznosti didaktického postupu, v ktorom sa ziak
s vybranym geometrickym uc€ivom zoznami prostrednictvom viacerych pristupov zacinajuc
modelovanim geometrickych telies, pokracujuc ich zobrazovanim, vratane zobrazovania zvolenych
telies prostriedkami IKT a pouzitim vhodného didaktického softvéru. Za vhodny vyber uciva na
prezentovanie nacdrtnutého postupu zvolime pomerne elementarne udivo o hranoloch
a antihranoloch, ktoré sa v réznom rozsahu vyskytuje uz na 1. a 2. stupni ZS a taktiez je obsahom
pripravy ucitefov pre uvedené stupne Skol.

2 Hranoly a antihranoly v skolskej praxi

VSeobecna definicia pojmu hranol sa vyskytuje v réznych matematickych pramenoch, avSak
z hladiska vyskytu tychto telies v Skolskej matematike sa spravidla stretavame s pojmom
pravidelny hranol, teda hranol, ktory ma za podstavu pravidelny n - uholnik a bo¢né hrany su
kolmé na rovinu podstavy. V tejto suvislosti aj kocku mézZzeme povazZovat za pravidelny Stvorboky
hranol, ktorého podstavna hrana je zhodna s bo¢nou hranou. Takyto didakticky pohlad na kocku je
iste obohacujuci, najma preto, Ze ¢asto chapeme kocku ako pravidelny mnohosten, teda konvexny
mnohosten, ktorého vsetky steny su Stvorce. Obidva nacrtnuté pristupy su v Skolskej geometrii
vhodné, o preferencii jedného z nich rozhoduje viac didaktickych faktorov. Napokon sa mozno
podari dosiahnut’ stav, ktory integruje viaceré pristupy k vymedzeniu zvoleného geometrického
pojmu, ¢o povazujeme za optimalny stav.

Za pociato€né ulohy z témy o hranoloch sa povazuje zobrazenie n - bokych hranolov v niektorej
zobrazovacej metode, a to v rozsahu vzdelavacieho kurzu.. Za zobrazovaciu metédu sa spravidla
voli volné rovnobezné premietanie a za rozsah jednotlivych typov pravidelnych n - bokych
hranolov sa povazuju hranoly pre n = 3, 4, 5, 6. Zobrazenie kocky, teda pre n = 4 nie je velkym
problémom, ak sa uspokojime s jedinym - tradicnym pohfadom (zhora a sprava), avsak tato uloha
je preduréena krozSireniu poznatkov o volnom rovnobeznom zobrazeni prostrednictvom
zjednoduSenej Pohlkého vety. V takom pripade nauCime ziakov zobrazit' kocku aj v neStandardnej
polohe. Napriek usilovnej snahe didaktikov matematiky vniest tento poznatok do uCiva zakladnej
Skoly, efekt sa v tejto oblasti prili§ nedostavuje.

Pri zobrazeni pravidelného 3 - bokého hranola nie je spravidla problém identifikovat podstavu, ale
jej zobrazenie v pevne zvolenom a najCastejSie frekventovanom type zobrazenia sa prejavia rozne
.Slabé miesta® poznatkov o vySkach, tazniciach a dalSich vyznamnych vlastnostiach tohto
Specialneho trojuholnika. Podobne je tomu tak aj pri pravidelnom 6 - bokom hranole, ten vsak je
zvladnutelny vzhfadom na jeho Specialnu vlastnost strany vo vztahu k polomeru opisanej
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kruznice. Pravidelny 5 - boky hranol prinesie takmer v kazdom cyklickom a Spiralovitom postupe
klasicky problém, Ze Ziak nevie alebo zabudne kons&trukciu pravidelného 5 - uholnika.

Konstrukéné ulohy na hranoloch su stale tradiCne v osnovach i u€ebniciach ponaté a pre dost
znacnu ziacku komunitu sa stavaju neprekonatelnou prekazkou v ich zvladnuti. Jedna z pricin je aj
znacna €asova naroénost’ zobrazenia jednotlivych zadani, takZze pocet uloh na precvi¢enie dalSich
uloh na telesach sa tym znizi, €o sa odrazi v celkovej poznatkovej kvalite Zziakov. Racionalizacia
tejto innosti je mozna. Citatelovi taki moznost pontkneme v dal$ej ¢asti tohto prispevku.

Za zmienku stoji skutocnost, ze kocka patri do mnoziny pravidelnych mnohostenov — je teda
Platonovskym telesom, o poskytuje namet na vnimanie tohto telesa aj z iného, obohacujuceho,
hladiska. K rozSirenym poznatkom o pravidelnych hranoloch patri aj skutonost, Ze ich mézeme
povazovat aj za nekone¢nd mnozinu polopravidelnych mnohostenov (Archimedovskych telies),
v pripade, ze bo¢nymi stenami su Stvorce.

Aj n - boké antihranoly mézu, pre kazdé n > 4, byt Archimedovskymi mnohostenmi. Antihranoly su
telesa, ktorych podstavy su pravidelné n - uholniky a boé&né steny su (v pripade Archimedovskych
telies) rovnostranné trojuholniky. Symbolika pre vrcholovl postupnost (3, 3, 3, n) vyjadruje, ze pri
kazdom n - uholniku su zoskupené 3 trojuholnikové steny. Pre n = 3 dostaneme Platonovské
teleso - pravidelny osemsten. Tento prekvapujuci vysledok je pri konstrukcii modelov antihranolov
z didaktického hladiska velmi objavny, ob&as vyuZzity pri riedeni vhodnych uloh so stereometrickym
nametom.

Dctahedron Cictahedron

Obr. 1 a) Zobrazenie osemstena v ,Standardnej polohe” b)Zobrazenie osemstena ako antihranola

Antihranoly sa spravidla v osnovach Skolskej matematiky takmer nevyskytuju. Pricin tohto javu je
viac. Mbézeme sa domnievat, Ze tradicna Skolska geometria neposkytovala postacujuci priestor na
nacvik schopnosti zobrazit tieto telesa v nazornej zobrazovacej metdode a nasledne sa
pravdepodobne nevyskytovali ani rézne polohové a metrické ulohy motivované na antihranoloch.

Podobne ako pravidelné n — boké hranoly mézeme s ur€itym dohovorom zaradit medzi
polopravidelné telesa, mézeme do tejto mnoziny zaradit aj niektoré antihranoly, ako uz Ciastoéne
vyplyva z predchadzajuceho textu (ak je splnena podmienka, Ze bocné steny su rovnostranné
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trojuholniky. Citatel si iste uvedomi, Ze zatial 8o zobrazenie antihranolov nie je vzdy jednoduché,
ich siete sa ziskaju lahko. Teda tvorba modelov tychto telies je pomerne jednoducha, najma ak
pouziieme stavebnice typu Polydron, Geomag, alebo aj oby&ajny karton lepeny, pripadne
pospajany gumenymi prstencami, €o sa v praxi stale da vyuzit najma pre finanénu nenarocnost.

3 Netradicny vyskyt antihranolov v geometrii

VysSie uvedena ukazka ,pseudoantihranola“ v podobe pravidelného oktaédra nabada vSimnut si
modely antihranolov a niektorych dalSich Specialnych mnohostenov:

e Z mnoziny pravidelnych mnohostenov sa ako najatraktivnejSie teleso javi pravidelny 20 -
sten (ikosaéder), ktory mézeme taktiez vnimat ako teleso ,ktorého Cast' je polopravidelny
mnohosten typu antihranol s 5 - bokou podstavou, vhodne doplneny o dva pravidelné 5 -
boké ihlany.

e Z mnoZziny deltaédrov je mozné 16 - stenny deltaéder vnimat' ako teleso, ktorého sucast je
antihranol so Stvorcovou podstavou, vhodne doplneny o dva pravidelné 4- boké ihlany.

Uvedeny akcent na antihranoly ako sucéasti inych 3pecidlnych mnohostenov su uZitoéné pri
ulohach o sieti tychto telies a pri snahe obmenit’ ich tvary, ¢o méze byt vhodnym kombinatorickym
cvicenym obohacujucim rozvoj priestorovej predstavivosti. NavySe ulohy o optimalnych
trajektoriach po povrchu telies rieSené na antihranoloch by boli v zbierkach uloh iste netradi€nym
obohatenim.

& |cosahedron

Obr.2  a) lkosaéder b) 16-stenny deltaéder

4 Zobrazenie hranolov a antihranolov prostriedkami
IKT

Aj prostrednictvom zobrazenia geometrickych utvarov smeruje nasa didakticka cesta k posilneniu
abstraktnych predstav o geometrickych objektoch. Na tejto vzdelavacej ceste moézeme
s uspechom vyuzit' virtualnu poznavaciu aktivitu, vyuZivajuc pritom vhodny didakticky softveér,
ktorého ,interpretatné moznosti mézu zdokonalit’ proces u€enia a prispiet k rozvoju myslienkovych
a tvorivych aktivit Ziakov* (Zilkova, 2005).
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V nasledujucej Casti uvedieme priklad virtualneho pozorovania a S$tudia niektorych vlastnosti
Specialnych typov mnohostenov tak, ako bol tento postup viacnasobne pouzZivany v matematickej
a didaktickej priprave ucitelov matematiky vratane ucitelov pre 1. stupen zakladnych Skol.
V uvedenej suvislosti mbézeme za vydareny produkt povazovat softvér s oznacenim Poly 1.05,
1.08, 1.10, 1.11, postupne modifikovany a dostupny asponi v demoverzii na Internete
(www.peda.com). Citatel ma moznost ziskat informécie o prevadzkovych podmienkach vyuZivania
programu ako aj o moznosti zakupenia uvedeného softvéru. Program umoznuje uzivatelovi ziskat
prehlad o nasledujucich typoch telies:

1. Platénove telesa (konvexné mnohosteny, vSetky steny su zhodné pravidelné n-uholniky, pri
kazdom vrchole je zoskupeny rovnaky pocet stien; spolu 5 typov telies, ktorymi su:
pravidelny Stvorsten, Sest'sten, osemsten, dvanast'sten a dvadsatsten);

2. Archimedove telesa (konvexné mnohosteny, vSetky steny su pravidelné n-uholniky, pri¢om
moézu byt aj rézneho typu, zoskupenia mnohouholnikov pri vSetkych vrcholoch su zhodné;
spolu 13 typov telies);

3. Hranoly a antihranoly (pravidelné hranoly — podstava je pravidelny n-uholnik, bo¢né steny
su Stvorce; antihranoly — podstava je pravidelny n-uholnik, bocné steny su zhodné,
rovnostranné trojuholniky. Z nekoneéného poctu tychto telies spolu program poskytuje 10
typov. Aj takto definovanu skupinu telies €asto zaradujeme medzi polopravidelné
mnohosteny vymedzené v bode 2.);

4. Johnsonove telesa (konetny pocet konvexnych mnohostenov so stenami tvaru
pravidelnych n-uholnikov; dalSie podmienky su zlozitejSie, daju sa pri ich zobrazeni aspon
intuitivne postrehnut - spolu 92 typov telies);

5. Deltaédry (konvexné mnohosteny, ktorych vsetky steny su zhodné rovnostranné
trojuholniky; spolu 8 typov, pomerne neskoro vymedzena kone&na mnozina telies -1947);

6. Katalanske telesa (dualne telesa k Archimedovskym telesam; konStrukcia je zalozena na
principe: stred steny povodného telesa je vrchol nového telesa; spolu 13 typov telies);

7. Dipyramidy a deltoédry (dipyramidy su dudlne telesa k hranolom, deltoédry su dualne
telesa k antihranolom; ukazka obsahuje 10 typov telies);

8. Geodetické gulovité kupoly (obohatenie o tento typ telies sa vyskytuje az v produkte Poly
1.11).

Z uvedenych 8 ponuk programu Poly vo vztahu k prezentovanej problematike vyplyva, Ze
zobrazenie hranolov a antihranolov sa v obmedzenom rozsahu da ziskat pomerne jednoducho, ¢o
umozriuje ziskat kvalitné ,obrazky“ tychto (i dalSich) typov telies pomocou volne dostupného
didaktického softvéru aj tym Ziakom, ktori zatial jednak nemaju poZadované geometrické poznatky
pre uspedné zvladnutie tohto problému. Program racionalizuje vyucbu v tej faze, kedy nie je ciefom
iba zobrazit teleso, ale na zobrazenom telese rieSit niektoré polohové alebo metrické ulohy
s obvyklym didaktickym, pripadne technickym nametom.

Z uvedenych typov telies si méze uzivatel programu zvolit
a) Zobrazenie telesa s vyznacenim hran bielej farby na ¢iernom pozadi (obr. 3).
b) Zobrazenie telesa v jednofarebnom prevedeni jeho stien.
c) Zobrazenie telesa vo farebnom prevedeni za pouzitia tiefiovania niektorych stien s ciefom
ziskat nazornejsi obraz.
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d) Zobrazenie telesa vo farebnom prevedeni so zvyraznenim jeho hran useckami bielej farby.

e) Zobrazenie iba vrcholov telesa (vSetkych).

f) Zobrazenie vrcholov telesa viditelnych v prislusnej projekcii.

g) Schlegelov diagram zostrojeny z prislusného telesa.

h) Siete jednotlivych telies v statickej podobe.

i) Siete jednotlivych telies v dynamickej podobe, t. j. plynulé rozvinutie stien telesa do roviny
(obr. 2a, 2b, 3a, 3b).

i) Plynuld animaciu zobrazeného mnohostena do fubovolnej polohy k priemetni.

k) Zvolit jednu alebo niekofko farieb z bohatej ponuky.

[) Vytlacit pomocou tlaiarne zobrazené teleso v poZzadovanej polohe vratane siete a nazvu
(¢asto velmi komplikovaného).

4 Hexagonal Prism asli=l- <
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Obr. 3 Nastroje pedagogického softvéru s nazvom Poly Pro, zobrazeny hranol s vyznaéenim hran
a farebnym zvyraznenim stien s aplikaciou tieriovania

5 Netradicné ukazky nametov uloh o hranoloch
a antihranoloch

V &lankoch (Zidek, 2005, Zilkova, 2010) sa vyskytuje ukazka zjednoduSeného geometrického
problému tykajuceho sa principu duality v geometrii telies. Tato vynimocne krasna vlastnost taktiez
absentuje v beznej Skolskej geometrii aiba vynimoCne sa vyskytne v modifikacii ,vpisat
nacrtnutym spdsobom do kocky pravidelny osemsten. Je to Uloha s nenaroénym zadanim, pretoze
zobrazit' kocku vo volnom rovnobeznom premietani nie je narocné a vyuc€uje sa pomerne zavcasu
v Skolskej geometrii. Zaroven tato uloha velmi zodpovedne rozdiferencuje Ziakov podla stupna
rozvoja priestorovej predstavivosti, €0 ma vyznam jednak z diagnostického hladiska a taktiez je
Uloha prinosom z vyuéovacieho hladiska, pretoze podporuje schopnost ,vidiet v priestore®. Uloh
tohto typu, kedy staci jednoduché zadanie a minimalna poznatkova hladina zo zobrazovacich
metdd je pomerne malo, avSak didakticky softvér nam umozni bez naro¢nych zobrazovacich
technik ziskat' zobrazenie telesa a nasledne do takto ziskaného ,obrazku“ moézeme vkladat' vlastné
rieSenia dalSich gradovanych uloh.

Vyhodou vys8ie uvedenej kombinovanej metddy ktora vyuziva didakticky softvér a zaroven
tradi¢nu technoldgiu rysovania je okrem iného aj v tom, ze s lahkostou vyrobime zobrazenie telesa
v netradi¢nej polohe a tym gradujeme naro¢nost zadania.
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V kontexte separovaného problému, ktory vyuZiva napriklad konstrukciu a zobrazenie dualnych
telies k danym uvedieme nasledujuce ukazky uloh.

Uloha é&. 1: Zobrazte hranaté teleso, ktorého vrcholy su stredy stien danej kocky.

Komentar a ndvod pre ucitela: Ulohu mézeme riesit v tradiénej zobrazovacej metéde zobrazenia
kocky teda v pohlade zhora a sprava, ale pomocou opisovaného softvéru mézeme vyrobit
narocnejSie zadania ato tak, Ze zobrazime kocku v réznych neStandardnych polohach. Je tu
prilezitost vnutorne diferencovat Ziakov tak, aby vSetci boli v rieSeni uspesni, avSak na réznom
stupni obtaznosti zadania Uulohy. Vysledkom je spravidla elegantny obrazok pravidelného
osemstena — telesa dualneho k pravidelnému Sest'stenu — kocke.

Uloha &. 2: Zobrazte hranaté teleso, ktorého vrcholy su stredy kruZnic opisanych stenam
pravidelného osemstenal

Komentar a navod pre usitela: Uloha je naroénej$ia vzhladom na naroénost zobrazenia daného
telesa, ale aj v nadvaznosti na hfadanie zobrazenia vrcholov nového telesa. K zobrazeniu telesa
mozeme vyuzit program Poly a nasledny poznatok sa tyka zachovania podielového pomeru ako
invariantnej vlastnosti rovnobezného premietania. Vysledny obrazok je spravidla velmi esteticky,
a kedZe sa da pomerne lahko skontrolovat’ nielen spravnost, ale aj presnost’ vyrieSenia ulohy, je to
pozitivny didakticky prvok z hladiska vychovného vo vzdelavacom procese.

Uloha &.3: Zobrazte hranaté teleso, ktorého vrcholy su stredy stien pravidelného $tvorbokého
hranola, ktory nie je kockou! Rieste podobnu ulohu napr. pre viaceré n-boké hranoly.

Komentar a nédvod pre uditela: Uloha minimalne rozsiruje predstavu o zmene zadania i vysledku vo
vztahu k ulohe &. 1, je vS8ak uzitoéna a poskytuje priestor pre zoznamenie sa s telesami typu
dypiramid. Zdanie zjednoduSime, alebo urobime naro¢nejSim s rdéznou volbou zobrazenia
hranolov s podstavou vo vSeobecnej polohe.

Uloha &.4: Zobrazte hranaté teleso, ktorého vrcholy su stredy kruznic opisanych stenam
antihranolov, ktorych podstavy su rézne pravidelné n—uholniky!

Komentéar a navod pre uditela: Ulohu sme neformulovali parcialne pre jednotlivé typy podstav — to
ponechame na praktickl aplikaciu a prislusnd vhodnost vo vztahu k naro€nosti, ale moznosti
gradovat’ naro€nost’ ulohy je vefa a su uz nalrtnuté v predchadzajucich ulohach. Za pozitivny
prvok tejto ulohy mézeme povazovat skuto€nost, Ze so vznikom dualneho telesa k jednotlivym
antihranolom sa vynara otazka, €i tieto telesa netvoria nejaku Specialnu mnoZinu konvexnych
mnohostenov a minimalne sa ponuka moznost urobit' tuto inventdrnu &innost’ v ponuke pouzitého
softvéru Poly.

6 Zaver

Niektoré z naznaCenych didaktickych problémov mbzeme UuspeSne rieSit zaradenim
manipulacnych aktivit, ktoré by sa mali stat' pri vyuCbe geometrie organickou su€astou beznych
pedagogickych praktik najma v pocdiato&nych fazach vyuCovania geometrie.

K manipulaénym aktivitdm mézeme pouzit predmety, ktoré nas priamo obklopuju, stadi
niekedy obyc€ajny papierovy model, ale ¢asto na uvedeny ciel pouzijeme Specialne pomdcky, ktoré
sa nedaju uspeSne doma, Ci v Skole zhotovit, a preto ich ziskavame kupou v Specialnych

Zobrazenia hranolov a antihranolov pomocou softvéru Poly 109
Oliver Zidek



Potencial prostredia IKT v Skolskej matematike

distribuénych predajniach. K poméckam suvisiacim s nadrtnutou témou patria uZz zmienené
stavebnicové konstrukéné systémy. Av3ak v naslednej etape ziskavania geometrickych poznatkov
nesporne patri zobrazovanie telies, ich Casti a narocnejSich konfiguracii a preto sme zvolili opis
osvedceného didaktického obsahu i postupu, ktory sa v naSej tradicnej Skole nevyskytoval
z dévodu absencie moznosti vyuzit IKT pri vyu€ovani poznatkov z geometrie. Zasadnou
poZiadavkou na inovovany didakticky postup nebolo iba vykonat substituciu zhotovovania
geometrickych obrazkov vyluéne pocitaovou technoldgiou, ale cielom bolo poukazat na moznost
kombinovaného postupu pri vyucbe tejto s€asti netradiCnej témy.
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